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ENTR¶OPIA MINT P¶ENZÄUGYI KOCK¶AZATI M¶ERT¶EK1
ORMOS MIH¶ALY { ZIBRICZKY D¶AVID
BME P¶enzÄugyek Tansz¶ek
Az entr¶opi¶at, mint p¶enzÄugyi kock¶azati m¶ert¶eket vizsg¶aljuk. Dolgozatunkban
bemutatjuk, hogy az ¶ert¶ekpap¶³rok ¶es portf¶oli¶ok napi hozam¶an m¶ert differen-
ci¶alis entr¶opia alkalmas azok kock¶azati pr¶emium¶anak magyar¶azat¶ara, Äossze-
hasonl¶³tva a t}okepiaci ¶araz¶asi modell (CAPM) b¶eta param¶eter¶evel, egyszer}ubb
¶es pontosabb becsl¶est adhat. Elemz¶eseink alapj¶an az entr¶opi¶ara is ¶erv¶enyes
a diverzi¯k¶aci¶os hat¶as: v¶eletlenszer}u portf¶oli¶ok elemsz¶am¶anak nÄovel¶es¶evel
csÄokken}o kock¶azatot m¶ertÄunk, illetve entr¶opia { v¶arhat¶o hozam koordin¶ata-
rendszerben a diverzi¯k¶al¶as hat¶as¶ara a portf¶oli¶ok hiperbola ment¶en s}ur}usÄod-
nek, hasonl¶oan a varianci¶ahoz. Empirikus vizsg¶alatunk sor¶an v¶eletlenszer}uen
150 ¶ert¶ekpap¶³rt v¶alasztottunk a Standard & Poor's 500 r¶eszv¶enyindexb}ol,
majd ezek napi logaritmikus hozam¶an 25 ¶eves id}otartamra vonatkoz¶oan v¶e-
geztÄunk m¶er¶eseket. Regresszi¶os elemz¶eseink eredm¶enyei alapj¶an az entr¶opia
mint kock¶azati m¶ert¶ek jobb magyar¶az¶o er}ovel b¶³r a v¶arhat¶o hozamra vonat-
koz¶oan, mint a variancia, illetve a CAPM b¶et¶aja.
Kulcsszavak : entr¶opia; eszkÄoz¶araz¶as; kock¶azat becsl¶es; szisztematikus
kock¶azat. JEL: G12; C58
1 Bevezet¶es
Tanulm¶anyunk sor¶an egyens¶ulyi eszkÄoz¶araz¶asi modellt ¶ep¶³tÄunk egy ¶uj kock¶a-
zati m¶ert¶ekre, az entr¶opi¶ara alapozva. Az entr¶opia a val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o ren-
dezetlens¶eg¶et, bizonytalans¶ag¶at, kisz¶am¶³thatatlans¶ag¶at karakteriz¶al¶o m¶ert¶ek.
EsetÄunkben, amikor egyes befektet¶esek teljes¶³tm¶eny¶ert¶ekel¶es¶er}ol sz¶olunk, az
entr¶opia r¶eszv¶enyek vagy portf¶oli¶ok hozam-bizonytalans¶ag¶at, ingadoz¶as¶anak
m¶ert¶ek¶et, rendezetlens¶eg¶et adja, persze an¶elkÄul, hogy a hozam eloszl¶as¶ar¶ol
b¶armit is ¶all¶³tan¶ank. A Markowitz-f¶ele portf¶oli¶o-elm¶eletre (Markowitz, 1952)
¶epÄul}o t}okepiaci eszkÄoz¶araz¶asi modell sor¶an (Capital Asset Pricing Model,
CAPM) (Treynor, 1962; Sharpe, 1964; Lintner 1965a,b; Mossin, 1966) egy
egyszer}u line¶aris regresszi¶ot alkalmazunk. Ez a megkÄozel¶³t¶es arra ¶ep¶³t, hogy
a hozam stacioner ¶es norm¶alis eloszl¶as¶u val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o; hab¶ar tudjuk,
hogy val¶oj¶aban ez a felt¶etelez¶es a val¶os¶agban nem ¶all fenn (Fama ¶es Mac-
Beth, 1973; Brown ¶es Warner, 1985; A²eck-Graves ¶es McDonald, 1989; Erd}os
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¶es Ormos, 2009). Az entr¶opia abb¶ol a szempontb¶ol t}unik ide¶alis kock¶azati
m¶ert¶eknek, hogy nem kell ¶elnÄunk e®¶ele korl¶atoz¶o felt¶etelez¶essel a val¶osz¶³n}u-
s¶egi v¶altoz¶ora, azaz hozamra vonatkoz¶oan. Dolgozatunk legfontosabb c¶elja,
hogy egyens¶ulyi modellÄunkben az entr¶opi¶at mint kock¶azati m¶ert¶eket alkal-
mazva mutassuk be az egyens¶ulyt. A t}okepiaci eszkÄoz¶araz¶asi modell szerint
minden pillanatban egyens¶uly ¶all fenn a v¶arhat¶o hozam ¶es relev¶ans kock¶azatot
reprezent¶al¶o b¶eta kÄozÄott. A CAPM b¶et¶aja a piaci portf¶oli¶o ¶es az adott befek-
tet¶esi lehet}os¶eg kovarianci¶aj¶anak, valamint az adott befektet¶es varianci¶aj¶anak
h¶anyadosa. Amennyiben egy adott val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o norm¶alis eloszl¶as¶u,
akkor ennek entr¶opi¶aja a sz¶or¶ast¶ol mindÄossze egy konstans t¶enyez}oben t¶er
el, azaz ide¶alis esetben nem lenne l¶enyegi kÄulÄonbs¶eg a k¶et kock¶azati m¶ert¶ek
kÄozÄott. Eredm¶enyeink alapj¶an azonban, tekintettel arra, hogy a hozamok
nem norm¶alis eloszl¶as¶uak, a sz¶or¶as, a b¶eta ¶es az entr¶opia szigni¯k¶ansan
elt¶er}o magyar¶az¶o er}ovel b¶³rnak, ak¶ar egyedi ¶ert¶ekpap¶³rokat, ak¶ar portf¶oli¶okat
vizsg¶alunk. Dolgozatunkban bemutatjuk, hogy az entr¶opia ide¶alis alter-
nat¶³va egy befektet¶esi lehet}os¶eg kock¶azat¶anak m¶er¶es¶ere. Mindazon¶altal meg-
jegyezzÄuk, hogy ma m¶ar a tradicion¶alis kock¶azati m¶ert¶ekeken t¶ul sok m¶as, a
kock¶azat reprezent¶al¶as¶ara szÄuletett mutat¶ot is bemutathatn¶ank, mint a VaR
(Value at Risk) a CVaR (Conditional Value at Risk), az Omega, a EDR (Ex-
pected Downside Risk), SVar (semivariance), vagy ¶eppen a downside b¶eta.
Ezek a kock¶azati m¶ertek nagyban hozz¶aj¶arultak a t}okepiacokon tapasztalhat¶o
bizonytalans¶ag sz¶amszer}us¶³t¶es¶ehez, azonban ezen m¶ert¶ekek egyens¶ulyi mo-
dellben tÄort¶en}o alkalmaz¶asa nem tekint vissza t¶ul hossz¶u m¶ultra, ez¶ert dolgo-
zatunkban a val¶oban klasszikusnak tekinthet}o kock¶azati m¶ert¶ekekkel (sz¶or¶as
¶es CAPM b¶eta) val¶o Äosszevet¶es¶ere koncentr¶alunk. Amennyiben nagysz¶am¶u
r¶eszv¶eny ¶es ezekb}ol Äossze¶all¶³tott portf¶oli¶o hozam¶at akarjuk magyar¶azni kÄulÄon-
bÄoz}o kock¶azati m¶ert¶ekek seg¶³ts¶eg¶evel egyszer}u, a legkisebb n¶egyzetek m¶od-
szer¶ere ¶epÄul}o regresszi¶oval, az entr¶opia, mint kock¶azati m¶ert¶ek magasabb
magyar¶az¶o er}ot mutat a tradicion¶alis kock¶azati m¶ert¶ekekhez viszony¶³tva ak¶ar
mint¶an belÄul, ak¶ar a mint¶an k¶³vÄul. Tanulm¶anyunkban kit¶erÄunk arra is, hogy
az entr¶opia, hasonl¶oan a varianci¶ahoz, a diverzi¯k¶aci¶o fÄuggv¶eny¶eben csÄokken;
ugyanakkor annak ellen¶ere, hogy nem szisztematikus kock¶azatot ragad meg,
m¶egis er}osebb magyar¶az¶o-k¶epess¶eggel rendelkezik, mint CAPM b¶eta egyedi
¶ert¶ekpap¶³rok ¶es nem hat¶ekony portf¶oli¶ok eset¶en is. J¶ol diverzi¯k¶alt portf¶oli¶ok
tekintet¶eben elmondhatjuk, hogy az entr¶opia magyar¶az¶o ereje 30%-kal ma-
gasabb, mint a CAPM b¶eta param¶eter¶enek.
Ezen t¶ulmen}oen megvizsg¶altuk, hogy mik¶ent viselkedik az entr¶opia a szo-
k¶asos kock¶azati m¶ert¶ekekhez k¶epest v¶altoz¶o piaci kÄornyezetben; a teljes min-
taperi¶odust felosztottuk bika (emelked}o) ¶es medve (csÄokken}o) peri¶odusokra.
Eredm¶enyeink szerint bika piacon az entr¶opia magyar¶az¶o ereje szigni¯k¶ansan
magasabb, m¶³g medve piacon ez nem tapasztalhat¶o. Eredm¶enyeink azt mu-
tatj¶ak, hogy a kÄulÄonbÄoz}o kock¶azati m¶ert¶ekek hasonl¶oan viselkednek a kÄulÄon-
bÄoz}o rezsimekben, azaz pozit¶³v kapcsolatot mutatnak a bika piacon, m¶³g ne-
gat¶³vat a medve piacon. Ez ut¶obbi eredm¶eny meger}os¶³ti azt a hipot¶ezist, hogy
az entr¶opia alap¶u kock¶azatm¶er¶es, hasonl¶oan a tradicion¶alis kock¶azatbecsl¶es-
hez, ellent¶etes kapcsolatot mutat emelked}o ¶es csÄokken}o piaci kÄorÄulm¶enyek
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kÄozÄott. Dolgozatunkban megvizsg¶aljuk ¶es ÄosszevetjÄuk az entr¶opia ¶es a CAPM
hozam el}orejelz}o-k¶epess¶eg¶et is az egyszer}u illeszked¶esi j¶os¶agon t¶ul, ¶³gy k¶epet
kaphatunk arr¶ol, hogy a kÄulÄonbÄoz}o kock¶azati m¶ert¶ekek mennyire j¶o el}orejelz}o
k¶epess¶eggel rendelkeznek. Eredm¶enyeink meglep}oek abb¶ol a szempontb¶ol,
hogy a CAPM b¶eta egy szisztematikus kock¶azati m¶ert¶ek, m¶³g az entr¶opia ¶es
a sz¶or¶as a teljes kock¶azatot megragad¶o v¶altoz¶o; m¶egis az entr¶opia kÄozel 40%-
kal magasabb el}orejelz}o k¶epess¶eggel rendelkezik, mint a CAPM tradicion¶alis
kock¶azati m¶ert¶eke ¶es ingadoz¶asa ¶atlagosan 40%-kal kisebb. Eredm¶enyeink
szerint az el}orejelz}o k¶epess¶eg tekintet¶eben a sz¶or¶as ¶es az entr¶opia hasonl¶oan
viselkedik. Tov¶abbi hozz¶aj¶arul¶asa a dolgozatunknak a befektet¶eselm¶elet m¶e-
lyebb meg¶ert¶es¶ehez, hogy meglehet}osen egyszer}u entr¶opiabecsl¶esi m¶odszer-
tant mutatunk be.
Dolgozatunkban nem foglalkoztunk az entr¶opia Artzner ¶es szerz}ot¶arsai
(1999) ¶altal kimunk¶alt kock¶azati m¶ert¶ek koherencia vizsg¶alat¶aval. Artzner¶ek
szerint egy kock¶azati m¶ert¶ek koherensnek tekinthet}o, ha teljes¶³ti az invari-
ancia, szubadditivit¶as, pozit¶³v homogenit¶as, monotonit¶as felt¶eteleit. Intuit¶³v
m¶odon bel¶athat¶o, hogy a koherencia axi¶om¶ait a javasolt kock¶azati m¶ert¶ek
nagy val¶osz¶³n}us¶eggel teljes¶³ti, azonban jelenleg ezek analitikus ¶es empirikus
igazol¶asa nem k¶epezi vizsg¶al¶od¶asunk t¶argy¶at.
2 Adatok
Empirikus vizsg¶alatunkat a Standard & Poor's 500 index 150 v¶eletlenszer}uen
v¶alasztott ¶ert¶ekpap¶³rj¶an v¶egezzÄuk, melyek forgalomban voltak az 1987-t}ol
2011-ig vizsg¶alt 25 ¶eves peri¶odusban. A piaci hozam adatokat a ,,Center for
Research in Security Prices" (CRSP) adatb¶azisb¶ol vettÄuk, amely alapj¶an a
k¶es}obbiekben RM piaci hozamot sz¶amoljuk. Ez a piaci, kapitaliz¶aci¶oval s¶u-
lyozott, osztal¶ekkal korrig¶alt index hozama (VWRETD), amely a New Yorki
t}ozsde (New York Stock Exchange: NYSE), az American Stock Exchange
(AMEX) ¶es a NASDAQ r¶eszv¶enyek hozamait Äosszegzi. A kock¶azatmentes
hozam, amely az egyh¶onapos amerikai diszkont-kincst¶arjegy hozama, hason-
l¶oan a CRSP-b}ol sz¶armazik. Az elemz¶eseket napi logaritmikus hozamokon
v¶egeztÄuk, mivel sz¶am¶³thattunk r¶a, hogy a napi hozamok eset¶en elvethetjÄuk
a normalit¶as nullhipot¶ezis¶et (az egyes ¶ert¶ekpap¶³rok le¶³r¶o statisztik¶ait a FÄug-
gel¶ek F-1. t¶abl¶azata tartalmazza). Erd}os ¶es Ormos (2009), illetve Erd}os ¶es
szerz}ot¶arsai (2011) tanulm¶anyaiban Äosszefoglalta a nem norm¶alis napi hozam-
eloszl¶asokb¶ol ad¶od¶o eszkÄoz¶araz¶asi modellez¶es neh¶ezs¶egeit. Munk¶ank sor¶an
arra teszÄunk k¶³s¶erletet, hogy a napi hozamokon v¶egzett kock¶azatbecsl¶es alap-
j¶an ÄosszevessÄuk az egyes kock¶azati m¶ert¶ekek ¶es a hozamok kÄozti kapcsolatot.
3 M¶odszertan
Az entr¶opia egy matematikailag de¯ni¶alt m¶ert¶ek, melyet egy rendszerben
v¶egbemen}o folyamatok kimeneteinek megj¶osolhatatlans¶ag¶ara, rendezetlens¶e-
g¶enek karakteriz¶al¶as¶ara alkalmaznak. Els}ok¶ent Rudolf Clausius (1870) vezet-
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te be a termodinamik¶aban egy izol¶alt rendszerben tÄort¶en}o visszaford¶³that¶o
folyamat sor¶an bekÄovetkez}o h}oenergia v¶altoz¶as le¶³r¶as¶ara. Elm¶elet¶et k¶es}obb
tÄobb m¶as tudom¶anyterÄuleten is alkalmazt¶ak. Az entr¶opia ¶ertelmez¶ese a sta-
tisztikus mechanik¶aban egy olyan bizonytalans¶agi m¶ert¶ek, amely egy rendszer
makroszkopikus tulajdons¶againak (nyom¶as, h}om¶ers¶eklet, t¶erfogat) meg¯gye-
l¶ese ut¶an az elemek elhelyezked¶es¶enek v¶eletlenszer}us¶eg¶et jellemzi. Az entr¶opia
ezen megkÄozel¶³t¶es¶et Ludwig Boltzmann (1970) alkalmazta el}oszÄor tanulm¶a-
nyai sor¶an, 1872-ben. Kon¯gur¶aci¶os entr¶opi¶anak nevezte a nagys¶agrendj¶et
azon vari¶aci¶oknak, amelyben a rendszer elemei el tudnak rendez}odni. Szoros
ÄosszefÄugg¶est tal¶alt az entr¶opia fÄuggv¶eny termodinamikai ¶es statisztikus le¶³r¶a-
s¶aban, mivel azok csak egy ¶un. Boltzmann-¶alland¶oban t¶ernek el egym¶ast¶ol.
Az entr¶opia egy m¶asik fontos alkalmaz¶asi terÄulete az inform¶aci¶oelm¶elet, amely-
nek megalkot¶oja Shannon volt (1948). Egy informatikai rendszerben a h¶³rfor-
r¶as sztochasztikus kibernetikus rendszerk¶ent funkcion¶al, melyben egy adott
Äuzenet fogad¶asa val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ok¶ent kezelhet}o. Az entr¶opia az egyedi in-
form¶aci¶omennyis¶eg v¶arhat¶o ¶ert¶eke, melyet egy ÄuzenetkÄuld¶es sor¶an a rendszer
kÄuld. Min¶el val¶osz¶³n}utlenebb egy Äuzenet fogad¶asa, ann¶al tÄobb inform¶aci¶ot
tartalmaz, ¶³gy nagyobb az entr¶opi¶aja. Mivel az entr¶opia az adott Äuzenettel
¶erkez}o v¶arhat¶o inform¶aci¶omennyis¶eg, egyben m¶ert¶eke annak a maxim¶alis
tÄomÄor¶³t¶esi ar¶anynak, amellyel inform¶aci¶oveszt¶es n¶elkÄul lehet Äuzenetet kÄuldeni.
P¶enzÄugyi vonatkoz¶asban Philippatos ¶es Wilson (1972) alkalmazta el}o-
szÄor az entr¶opi¶at. Munk¶ajuk sor¶an a Markowitz-f¶ele hozam-variancia modell
(,,mean-variance model", MVM) anal¶ogi¶aj¶ara hozam-entr¶opia alap¶u portf¶o-
li¶okat konstru¶altak. A szerz}ok szerint az entr¶opia ¶altal¶anosabb m¶er}osz¶am a
varianci¶ahoz k¶epest, nem fogalmaz meg semmilyen felt¶etelt a hozamok elosz-
l¶as¶ar¶ol. Nawrocki ¶es Harding (1986) a befektet¶esek kock¶azat¶anak m¶er¶es¶ere
az ¶un. ,,state-value weighted" entr¶opia modellt alkalmazta, ami az entr¶opia
becsl¶esnek egy diszkr¶et v¶altozata. Az ¶ert¶ekpap¶³rok hozamainak el}orejelz¶es¶e-
ben Maasoumi ¶es Racine (2002) r¶avil¶ag¶³tott arra, hogy az entr¶opi¶anak sz¶amos
el}onyÄos tulajdons¶aga van, tov¶abb¶a k¶epes nem-line¶aris ÄosszefÄugg¶eseket model-
lezni az ¶ert¶ekpap¶³rok id}osoraiban. Huang (2008) szerint az entr¶opia k¶epes
a portf¶oli¶ok kock¶azat¶anak le¶³r¶as¶ara, konkl¶uzi¶ojuk szerint min¶el alacsonyabb
a portf¶oli¶o entr¶opi¶aja, ann¶al biztons¶agosabb. Publik¶aci¶ojukban fuzzy-alap¶u
variancia ¶es entr¶opia modelleket is ¶ep¶³tettek a portf¶oli¶o v¶alaszt¶asi probl¶em¶ara.
Xu ¶es szerz}ot¶arsai (2011) egy ¶un. ,,¸-mean" hibrid entr¶opia modellt hoztak
l¶etre, mellyel egy alternat¶³v megold¶ast ny¶ujtottak a hozam-kock¶azat alap¶u
portf¶oli¶o kiv¶alaszt¶asi probl¶em¶ara.
Az entr¶opi¶at nemcsak kock¶azat- ¶es v¶arhat¶o hozambecsl¶esre, de a portf¶oli¶ok
diverzi¯k¶aci¶oj¶anak m¶er¶es¶ere is alkalmazt¶ak. A diverzi¯k¶aci¶os hat¶as hat¶e-
konyabb modellez¶es¶er}ol sz¶amol be Dionisio ¶es szerz}ot¶arsai (2006), mivel az
entr¶opia tÄobb inform¶aci¶ot k¶epes reprezent¶alni a hozameloszl¶asr¶ol, mint a vari-
ancia, mivel az norm¶alis eloszl¶ast felt¶etelez a hozamokr¶ol. A szerz}ok szerint
line¶aris egyens¶ulyi modell eset¶en a kÄolcsÄonÄos inform¶aci¶otartalom ¶es a felt¶ete-
les entr¶opia m¶ert¶ek pontosabb a szisztematikus ¶es v¶allalatspeci¯kus kock¶azat
becsl¶es¶eben. Bera ¶es szerz}ot¶arsai (2008) az entr¶opi¶at mint diverzi¯k¶aci¶os
m¶ert¶eket alkalmazt¶ak a portf¶oli¶o optimaliz¶al¶as pontos¶³t¶as¶ara. Qin ¶es szer-
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z}ot¶arsai (2008) a portf¶oli¶o v¶alaszt¶asi probl¶em¶ara az ¶un. Kapur-f¶ele kereszt-
entr¶opia minimaliz¶al¶asi probl¶em¶aj¶at vezett¶ek be ¶es m¶ert¶ek fuzzy-alap¶u szi-
mul¶aci¶oban. Jana ¶es szerz}ot¶arsai (2009) az entr¶opi¶at mint tov¶abbi v¶altoz¶ot
alkalmazt¶ak portf¶oli¶o ¶ujras¶ulyoz¶asi probl¶em¶akhoz, mely sor¶an a tranzakci¶os
kÄolts¶eget is ¯gyelembe vett¶ek. Usta ¶es Kantar (2011) portf¶oli¶o diverzi¯k¶al¶asi
probl¶em¶aban alkalmazta az entr¶opi¶at a sztenderd m¶odszerekkel egyÄutt. Mun-
k¶ajukban a hozam-varianca-ferdes¶eg modellt (,,mean-variance-skewness" mo-
dell) kieg¶esz¶³tett¶ek az entr¶opi¶aval, mellyel pontosabb eredm¶enyeket m¶ertek
mint¶an k¶³vÄul (,,out of sample") az eredeti modellhez k¶epest. Kirchner ¶es
Zunckel (2011) v¶elem¶enye alapj¶an az entr¶opia hat¶ekonyabban k¶epes kimu-
tatni a diverzi¯k¶aci¶o kock¶azatcsÄokkent}o hat¶as¶at a varianci¶aval szemben, b¶ar
tanulm¶anyukban norm¶alis eloszl¶ast felt¶eteleztek az Äosszes ¶ert¶ekpap¶³r napi
hozam¶ar¶ol. Az entr¶opia p¶enzÄugyi terÄuleten val¶o alkalmazhat¶os¶ag¶ar¶ol Zhou
¶es szerz}ot¶arsai (2013) Äosszefoglal¶o cikket publik¶altak, melyben kit¶ernek a
portf¶oli¶o v¶alaszt¶asi, illetve eszkÄoz¶araz¶asi elm¶eletekre, konkr¶et eredm¶enyeket
azonban nem eml¶³tenek.
A fent cit¶alt kÄozlem¶enyek eredm¶enyei alapj¶an az entr¶opia egy haszn¶alhat¶o
kock¶azati m¶ert¶ek lehet, b¶ar val¶odi alkalmazhat¶os¶ag¶at eddig kev¶esb¶e r¶eszletez-
t¶ek, j¶oval ink¶abb elm¶eleti oldalr¶ol vizsg¶alt¶ak. Dolgozatunk els}odleges c¶elja,
hogy kimutassuk ¶es empirikusan is igazoljuk, hogy az entr¶opia alap¶u koc-
k¶azati m¶ert¶ek egyr¶eszt pontosabb, m¶asr¶eszt nem bonyolultabb, mint a b¶eta
vagy variancia alap¶u egyens¶ulyi modellek. Ezen t¶ulmen}oen arra is k¶³v¶ancsiak
vagyunk, hogy az entr¶opia hozam-el}orejelz}o k¶epess¶ege meghaladja-e a klasszi-
kus CAPM modell ¶es variancia ez ir¶any¶u teljes¶³tm¶eny¶et.
3.1 Diszkr¶et entr¶opia fÄuggv¶eny
Legyen X¤ egy diszkr¶et val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o, mely k kÄulÄonbÄoz}o ¶ert¶eket vehet
fel. JelÄoljÄuk X¤ lehets¶eges ¶ert¶ekk¶eszlet¶et (o1; o2; . . . ; ok)-val ¶es a hozz¶a tartoz¶o
val¶osz¶³n}us¶egeket pi = Pr(X¤ = oi)-vel, ahol pi ¸ 0 ¶es
Pk
i=1 pi = 1. X
¤
val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ora ¶ertelmezett ¶altal¶anos¶³tott diszkr¶et entr¶opia fÄuggv¶eny
(R¶enyi, 1961) a kÄovetkez}o form¶aban ¶³rhat¶o fel:
H®(X
¤) =
1
1 ¡ ® log
³ kX
i=1
p®i
´
; (1)
ahol ® az entr¶opia rendje, melyre ® ¸ 0, tov¶abb¶a a logaritmusfÄuggv¶eny alapja
2. Az entr¶opia fÄuggv¶eny rendje kifejezi az egyenletes eloszl¶ast¶ol vett elt¶er¶es
entr¶opi¶aban megjelen}o ¶erz¶ekenys¶eg¶et. A leggyakrabban haszn¶alt rendek ® =
1 ¶es ® = 2.
Az ® = 1 egy speci¶alis esete az ¶altal¶anos entr¶opia fÄuggv¶enynek. B¶ar az (1)
egyenletbe val¶o ® = 1 helyettes¶³t¶essel 0 nevez}ot kapn¶ank, a l'Hospital-szab¶aly
seg¶³ts¶eg¶evel levezethet}o, hogy ® ! 1 eset¶en H® a Shannon-f¶ele entr¶opi¶ahoz
tart, jelÄol¶esben
H1(X
¤) = ¡
kX
i=1
pi log(pi) : (2)
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Az ® = 2 esetet R¶enyi (vagy ,,Collision") entr¶opi¶anak nevezzÄuk, melyet a
kÄovetkez}o formul¶aval jelÄolÄunk:
H2(X
¤) = ¡ log
³ kX
i=1
p2i
´
: (3)
H®(X) ® rend fÄuggv¶eny¶eben nem nÄovekv}o, illetve v¶eges kimeneti halmaz
eset¶en mindk¶et speci¶alis entr¶opiafÄuggv¶eny nagyobb, mint nulla. Jensen-
egyenl}otlens¶eggel bel¶athat¶o a kÄovetkez}o rel¶aci¶o
0 < H2(X
¤) · H1(X¤) ; (4)
mely szerint b¶armely diszkr¶et v¶altoz¶o eset¶en a R¶enyi entr¶opia ¶ert¶eke pozit¶³v,
¶es nem nagyobb, mint a Shannon-f¶ele entr¶opia.
A val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶ok kisz¶am¶³thatatlans¶ag¶anak karakteriz¶al¶as¶ara R¶e-
nyi- ¶es Shannon-entr¶opi¶an k¶³vÄul tov¶abbi fÄuggv¶enyeket vezettek be a szakiro-
dalomban. Gyakrabban alkalmazott megold¶asok a Havrda-Charv¶at entr¶opia
(Havrda, 1967), Tsallis entr¶opia (Tsallis, 1988), a speci¶alisan p¶enzÄugyi prob-
l¶em¶akra bevezetett inkrement¶alis entr¶opia (Ou, 2005), illetve fuzzy alap¶u
entr¶opia (Li, 2008). Ezen fÄuggv¶enyek alkalmaz¶as¶at jelen dolgozatunk nem
vizsg¶alja r¶eszletesebben. A diszkr¶et fÄuggv¶enyek bemutat¶asa az entr¶opia vi-
l¶agosabb meg¶ert¶es¶et szolg¶alja. A k¶es}obbiekben az empirikus vizsg¶alataink
sor¶an a folytonos alakra koncentr¶alunk majd, melyet di®erenci¶alis entr¶opia
fÄuggv¶enynek neveznek a szakirodalomban.
3.2 Di®erenci¶alis entr¶opia fÄuggv¶eny
Legyen X egy folytonos val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o, mely ¶ert¶ekeit a val¶os sz¶amok
halmaz¶ar¶ol (IR) veszi f(x) s}ur}us¶egfÄuggv¶ennyel. Anal¶og m¶odon az (1) egyen-
lethez, a di®erenci¶alis (folytonos) entr¶opia fÄuggv¶eny a kÄovetkez}o formul¶aval
de¯ni¶alhat¶o:
H®(X) =
1
1 ¡ ® ln
Z
f(x)® dx : (5)
ÄOsszehasonl¶³tva (1) ¶es (5) k¶epleteket, a folytonoss¶agon k¶³vÄul ezek csak a
logaritmus alapjaiban kÄulÄonbÄoznek. B¶ar az entr¶opia ¶ert¶eke fÄugg a logarit-
mus alapj¶at¶ol, megmutathat¶o, hogy k¶et kÄulÄonbÄoz}o alap¶u logaritmus fÄuggv¶eny
¶ert¶eke csak konstans t¶enyez}oben t¶er el. Ezen tulajdons¶ag miatt az entr¶opia
alap¶u kock¶azati m¶ert¶ek magyar¶az¶o er}o vizsg¶alata sor¶an irrelev¶ans, hogy me-
lyik alapot haszn¶aljuk, ¶³gy term¶eszetes alap¶u logaritmust v¶alasztunk a diffe-
renci¶alis entr¶opia fÄuggv¶enyhez. Folytonos esetben a speci¶alis esetek (® = 1
¶es ® = 2) k¶eplete a kÄovetkez}o:
H1(X) = ¡
Z
f(x) ln f(x) dx ; (6)
H2(X) = ¡ ln
Z
f2(x) dx : (7)
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Fontos kÄulÄonbs¶eg a diszkr¶et ¶es di®erenci¶alis entr¶opia fÄuggv¶eny kÄozÄott, hogy
m¶³g diszkr¶et esetben az entr¶opia nem-negat¶³v ¶ert¶eket vehet fel, addig a dif-
ferenci¶alis esetben negat¶³v ¶ert¶eket is kaphat, jelÄol¶esben
H®(X) 2 IR : (8)
Benavides (2011) szerint Dirac-delta fÄuggv¶eny eset¶en a di®erenci¶alis entr¶opia
¡1-hez tart, illetve teljesen a val¶os x tengelyre simul¶o egyenletes eloszl¶as
eset¶en 1-hez.
A gyakorlatban a sztenderd kock¶azati m¶ert¶ekeket, mint a sz¶or¶ast ¶es a
CAPM b¶et¶at napi vagy havi folytonos, azaz logaritmikus hozam adatok alap-
j¶an becslik meg. Az entr¶opia alap¶u kock¶azatbecsl}o m¶odszer tervez¶ese sor¶an
mi is ezt az elvet kÄovetjÄuk, ¶³gy a m¶odszerek magyar¶az¶o ereje Äosszevethet}o
lesz. Mivel az ¶ert¶ekpap¶³rok napi vagy havi hozama a val¶os sz¶amok hal-
maz¶ar¶ol veheti fel az ¶ert¶ek¶et, munk¶ank els}osorban a di®erenci¶alis entr¶opia
alkalmazhat¶os¶ag¶ara Äosszpontos¶³t. B¶ar a kock¶azatbecsl¶esi probl¶ema a hozam-
adatok csoportos¶³t¶as¶aval visszavezethet}o diszkr¶et esetre is, e megkÄozel¶³t¶est a
jelen dolgozatunk nem t¶argyalja.
3.3 Entr¶opia becsl¶ese hisztogram-alap¶u m¶odszerrel
Legyen (x1; x2; . . . ; xn) X folytonos val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o egy meg¯gyel¶es¶enek
sorozata. BecsÄuljÄuk meg f(x) s}ur}us¶egfÄuggv¶enyt ezen a mint¶an, jelÄoljÄuk ezt
fn(x)-szel. H®(X) entr¶opia ,,plug-in" integr¶albecsl¶ese ez alapj¶an a kÄovetkez}o:
H®;n(X) =
1
1 ¡ ® ln
Z
An
fn(x)
® dx (9)
ahol An az integr¶al¶as tartom¶anya, mely kisz}uri fn(x) farokr¶eszeit, ahol a
becsl¶es ¶ert¶eke nagyon alacsony. Javasoljuk a tartom¶any becsl¶es¶et An =
(min(x);max(x)) form¶aban. A ,,plug-in" t¶³pus¶u m¶odszer azon megkÄozel¶³t¶esen
alapszik, hogy el}oszÄor a s}ur}us¶egfÄuggv¶enyt becsÄuljÄuk meg, majd ezt alkalmaz-
zuk az entr¶opia kisz¶am¶³t¶as¶ara.
A s}ur}us¶egfÄuggv¶eny egyik legegyszer}ubb becsl¶esi m¶odszere a hisztogram-
alap¶u s}ur}us¶egfÄuggv¶eny becsl¶es. Legyen bn = max(x) ¡ min(x) a tartom¶any
m¶erete, amit osszunk fel g darab egyenl}o sz¶eless¶eg}u oszt¶alyra (,,bin"-re). Je-
lÄoljÄuk a feloszt¶asi pontokat tj -vel, ahol k¶et egym¶ast kÄovet}o v¶ag¶asi pont kÄoz¶e
es}o oszt¶aly sz¶eless¶ege konstans: h = bn=g = tj+1 ¡ tj. A s}ur}us¶egfÄuggv¶eny
hisztogram-alap¶u becsl¶ese ezek alapj¶an a kÄovetkez}o:
fn(x) =
ºj
nh
; (10)
ha x 2 (tj ; tj+1), ahol ºj azon pontok sz¶ama, melyek a j-edik oszt¶alyba esnek.
A m¶odszer param¶etere az oszt¶alyok sz¶ama (g), melynek meghat¶aroz¶as¶ara
tÄobb m¶odszer is l¶etezik, p¶eld¶aul n¶egyzetgyÄok szab¶aly, Scott-szab¶aly (Scott,
1979), Feedman-Diaconis szab¶aly (Freedman, 1981). A becsl¶esi m¶odszerek
hat¶ekonys¶ag¶at jelen dolgozatban nem vizsg¶aljuk.
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Az entr¶opia becsl¶ese ,,plug-in" m¶odszerrel nehezen implement¶alhat¶o, mivel
integr¶al¶asi m}uveletet tartalmaz. A hisztogram tulajdons¶agai, illetve (6),
(7), (9) ¶es (10) egyenletek alapj¶an levezethet}o a Shannon- ¶es R¶enyi entr¶opia
egyszer}ubben kezelhet}o, ,,built-in" becsl¶ese a
H1;n(X) = ¡ 1
n
gX
j=1
ºj ln
³ ºj
nh
´
(11)
¶es
H2;n(X) = ¡ ln
gX
j=1
h
³ ºj
nh
´
(12)
formul¶akban. A ,,built-in" m¶odszer megkÄozel¶³t¶ese az, hogy a s}ur}us¶egfÄuggv¶eny
becsl¶ese ¶es az entr¶opia kisz¶am¶³t¶asa egy k¶epletben val¶osul meg. A levezet¶es
seg¶³ts¶eg¶evel az integr¶al¶ast Äosszead¶ass¶a alak¶³tottuk, mely egyszer}ubben imple-
ment¶alhat¶o.
Munk¶ank sor¶an k¶et tov¶abbi s}ur}us¶egfÄuggv¶eny becsl¶esi m¶odszert is meg-
vizsg¶altunk, nevezetesen a magfÄuggv¶eny-alap¶u ¶es ,,sample spacing" alap¶u
m¶odszereket. Eredm¶enyeink alapj¶an a hisztogram-alap¶u becsl¶es bizonyult a
legpontosabbnak,¶³gy az egy¶eb s}ur}us¶egfÄuggv¶eny becsl¶esi m¶odszerek t¶argyal¶asa
nem k¶epezi szerves r¶esz¶et a kÄozlem¶eny mondanival¶oj¶anak. A s}ur}us¶egfÄuggv¶eny
becsl¶esi m¶odszerek Äosszehasonl¶³t¶as¶at az F2 FÄuggel¶ekben r¶eszletezzÄuk.
3.4 Kock¶azatbecsl¶esi met¶odus
Legyen adott D adatsor:
D : f S; R;RM ; RF g ; (13)
ahol az adatsor Äosszetev}oi (1) az ¶ert¶ekpap¶³rok halmaza S : fS1; . . . ; Slg, (2)
az ezekhez tartoz¶o empirikus meg¯gyel¶esek R : fR1; . . . ; Rlg, ahol Ri =
(ri1; . . . ; rin), (3) a piaci hozamra vonatkoz¶o empirikus hozamadatok RM =
(rM1; . . . ; rMn), (4) a kock¶azatmentes hozamadatok RF = (rF 1; . . . ; rF n),
ahol l az ¶ert¶ekpap¶³rok sz¶ama, n a meg¯gyel¶esek sz¶ama (minta m¶erete).
Dolgozatunk c¶elja az entr¶opia, mint kock¶azati m¶ert¶ek alkalmaz¶asa. Je-
len vizsg¶alatban a kock¶azati m¶ert¶ekeket mint magyar¶az¶o v¶altoz¶ot fogjuk al-
kalmazni a kock¶azati pr¶emium el}orejelz¶es¶ere. Ahhoz, hogy b¶armely (jelen
esetben egyv¶altoz¶os) kock¶azati m¶ert¶ek el}orejelz}o k¶epess¶eg¶et megmutassuk,
egy ¶altal¶anos keretet de¯ni¶alunk. JelÄoljÄunk ·¤-gal egy kock¶azatbecsl¶esi fÄugg-
v¶enyt, amely egy adott eszkÄozhÄoz egy olyan ¶ert¶eket rendel, ami a meg¯gyelt
eszkÄoz kock¶azat¶at karakteriz¶alja. ·¤ egy absztrakt jelÄol¶es, mely nem kÄoveteli
meg annak implement¶aci¶oj¶at, csak arra utal, hogy egy olyan fÄuggv¶enyt al-
kalmazunk, mely a p¶enzÄugyi kock¶azat karakteriz¶al¶as¶at hivatott szolg¶alni. ·¤
de¯ni¶al¶asa a m¶er¶esi m¶odszer kÄovetkez}o l¶ep¶ese, mely sor¶an megadjuk, mi-
lyen kock¶azatbecsl¶esi m¶odszereket szeretn¶enk tesztelni. A m¶odszert jelezzÄuk
·¤ index¶eben, jelÄoljÄuk p¶eld¶aul az entr¶opia alap¶u kock¶azati m¶ert¶eket ·H-
val. Legyen az i-edik ¶ert¶ekpap¶³rt le¶³r¶o egyv¶altoz¶os kock¶azati m¶ert¶ek ·¤(Si).
JelÄoljÄuk a kock¶azat meg¯gyel¶es alapj¶an tÄort¶en}o becsl¶es¶et ·^¤(Si)-vel.
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MegkÄozel¶³t¶esÄunk szerint az ¶ert¶ekpap¶³r hozamadatainak bizonytalans¶aga,
¶³gy annak entr¶opi¶aja interpret¶alhat¶o kock¶azatk¶ent. Min¶el egyenletesebb a
hozamok eloszl¶asfÄuggv¶enye (vagy m¶as megkÄozel¶³t¶esben min¶el nagyobb azok
sz¶or¶od¶asa), ann¶al magasabb az entr¶opia ¶ert¶eke. M¶asik oldalr¶ol pedig min¶el
val¶osz¶³n}ubb egy hozam (vagy ahhoz kÄozeli ¶ert¶ek) bekÄovetkez¶ese, ann¶al kisebb
az entr¶opia, ¶³gy a kock¶azat is. Mivel a hozamadatok val¶os halmazb¶ol vehetik
fel ¶ert¶ekeiket, di®erenci¶alis entr¶opi¶aval modellezzÄuk a kock¶azatot. A diffe-
renci¶alis entr¶opia tulajdons¶agaib¶ol bel¶athat¶o, hogy negat¶³v ¶ert¶eket is felvehet
(8). A jobb ¶ertelmezhet}os¶eg ¶erdek¶eben a megbecsÄult di®erenci¶alis entr¶opi¶at
az exponenci¶alis fÄuggv¶eny kitev}ojek¶ent alkalmazzuk, ezzel de¯ni¶alva saj¶at
entr¶opia alap¶u kock¶azati m¶ert¶ekÄunket a kÄovetkez}o formul¶aban:
·^H(Si) = e
Hn(Ri¡RF ) : (14)
Mivel a kock¶azatot mag¶at csak becsÄulni tudjuk, ez¶ert · jelÄol¶es helyett ·^-t al-
kalmazunk. Az exponenci¶alis transzform¶al¶as eredm¶enyek¶eppen ·^H csak nem-
negat¶³v ¶ert¶ekeket vehet fel ·^H 2 [0; +1). KÄonnyen bel¶athatjuk, hogy ameny-
nyiben a hozamok eloszl¶asa norm¶alis, a Shannon-f¶ele kock¶azati m¶ert¶ekÄunk
mindÄossze egy konstansban t¶er el a sz¶or¶ast¶ol. Ennek levezet¶es¶et az F3 FÄug-
gel¶ekben r¶eszletezzÄuk. A ·^H fÄuggv¶eny egy¶eb tulajdons¶againak elemz¶es¶et}ol e
dolgozatban eltekintÄunk.
Az ¶altalunk de¯ni¶alt entr¶opia-alap¶u kock¶azati m¶ert¶ek pontoss¶ag¶at refe-
rencia (¶un. ,,baseline") m¶ert¶ekekkel szeretn¶enk Äosszevetni. A kÄozgazdas¶agi
szakirodalomban legsz¶elesebben alkalmazott kock¶azati m¶ert¶ek a sz¶or¶as vagy a
variancia (Markowitz, 1952), illetve a t}okepiaci eszkÄoz¶araz¶asi modell (CAPM)
(Treynor, 1962; Sharpe, 1964; Lintner 1965a,b; Mossin, 1966) b¶et¶aja. JelÄoljÄuk
ezeket ·¾-val, illetve ·¯-val. Ezen kock¶azati m¶ert¶ekekre vonatkoz¶o becsl¶es
(13) jelÄol¶eseit alkalmazva a kÄovetkez}o:
·^¾(Si) = ¾(Ri ¡ RF ) (15)
¶es
·^¯(Si) = ¯i =
cov(Ri ¡ RF ;RM ¡ RF )
¾2(RM ¡ RF ) ; (16)
ahol ¯ a CAPM b¶eta, ¾(¢) ¶es cov(¢) az argumentumban l¶ev}o v¶altoz¶ok sz¶or¶asa,
valamint kovarianci¶aja. Az empirikus vizsg¶alatok sor¶an ezen k¶et kock¶azat-
becsl¶esi m¶odszert fogjuk az entr¶opia fÄuggv¶enyekkel Äosszevetni.
3.5 Magyar¶az¶o- ¶es el}orejelz}o k¶epess¶eg
A kock¶azati m¶ert¶ekek magyar¶az¶o erej¶enek vizsg¶alat¶ara k¶et alapvet}o megkÄoze-
l¶³t¶est alkalmazunk: a kock¶azati m¶ert¶ekek tan¶³t¶o mint¶an belÄuli (,,in-sample")
magyar¶az¶o k¶epess¶eg¶et a kock¶azati pr¶emiumra vonatkoz¶oan, illetve a tan¶³t¶o
mint¶an k¶³vÄuli (,,out-of-sample") jÄov}obeli kock¶azati pr¶emium el}orejelz}o k¶epes-
s¶eg¶et.
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3.5.1 Mint¶an belÄuli magyar¶az¶ok¶epess¶eg
Legyen V egy c¶elv¶altoz¶o v = (v1; . . . ; vl) meg¯gyel¶esi vektorral, illetve U egy
magyar¶az¶o v¶altoz¶o u = (u1; . . . ; ul) vektorral. Ahhoz, hogy meghat¶arozzuk U
line¶aris magyar¶az¶ok¶epess¶eg¶et V -re vonatkoz¶oan, line¶aris regresszi¶os becsl¶est
alkalmazunk a meg¯gyel¶esi vektorokra: V = a0 +a1U +". A modell param¶e-
terei (a0 ¶es a1) a legkisebb n¶egyzetek m¶odszer¶evel (,,ordinary least squares",
OLS) hat¶arozhat¶ok meg2. Ezek alapj¶an a c¶elv¶altoz¶o becsl¶ese a meg¯gyel¶esi
pontokban v^i = a^0 + a^1ui, ahol a^0 ¶es a^1 egyÄutthat¶ok a0 ¶es a1 empirikus
becsl¶esei. A regresszi¶os becsl¶es pontoss¶ag¶ara (m¶as sz¶oval a line¶aris magyar¶az¶o
k¶epess¶eg¶ere) vonatkoz¶o leggyakrabban alkalmazott m¶ert¶ek az illeszked¶es j¶o-
s¶aga, vagy m¶as n¶even determin¶aci¶os egyÄutthat¶o, jelÄol¶esben R2.
Arra vagyunk k¶³v¶ancsiak, milyen pontosan k¶epesek a fent t¶argyalt kock¶a-
zati m¶ert¶ekek megmagyar¶azni a kock¶azati pr¶emiumot az alkalmazott adatso-
ron. JelÄoljÄuk az adott kock¶azati m¶ert¶ek magyar¶az¶o erej¶et ´(·)-val. A c¶elunk
ezen ¶ert¶ekek becsl¶ese ¶es az eredm¶enyek Äosszevet¶ese. Legyen U magyar¶az¶o
v¶altoz¶o az ¶ert¶ekpap¶³rok kock¶azati m¶ert¶eke, az l hossz¶u meg¯gyel¶esi mint¶aval:
u· = (·^¤(S1); . . . ; ·^¤(Sl)) ; (17)
ahol · index a kock¶azati m¶ert¶ek szerinti magyar¶az¶o v¶altoz¶o de¯n¶³ci¶ot hang-
s¶ulyozza, ¶es V c¶elv¶altoz¶o az elv¶art kock¶azati pr¶emium, szint¶en l hossz¶us¶ag¶u
meg¯gyel¶esi mint¶aval:
v¹ = (E[R1 ¡ RF ]; . . . ; E[Rl ¡ RF ]) ; (18)
ahol ¹ index a v¶arhat¶o ¶ert¶ek szerinti c¶elv¶altoz¶o de¯n¶³ci¶ot hangs¶ulyozza, E[¢]
az argumentum v¶arhat¶o ¶ert¶eke. (17) ¶es (18) v¶altoz¶o de¯ni¶al¶assal · kock¶azati
m¶ert¶ek mint¶an belÄuli magyar¶az¶o k¶epess¶eg¶enek empirikus becsl¶ese a kÄovetkez}o:
^´(·) = R2(v¹; u·) : (19)
3.5.2 Mint¶an k¶³vÄuli el}orejelz}o k¶epess¶eg
Osszuk fel k¶et diszjunkt meg¯gyel¶esi halmazra (I ¶es O) a (13)-ban de¯ni¶alt
D : f S;R;RM ;RF g adatsorunkat:
DI : f S; RI ;RIM ; RIF g ; DO : f S; RO ;ROM ; ROF g ; (20)
ahol az ¶ert¶ekpap¶³rok hozama RI : fRI1; . . . ;RIl g, RIi = (ri1; . . . ; rim) ¶es
RO : fRO1 ; . . . ;ROl g, ROi = (ri;m+1; . . . ; ri;m+p); a feloszt¶as a piaci hozamokra
vonatkoz¶oan RIM = (rM1; . . . ; rMm) ¶es R
O
M = (rM;m+1; . . . ; rM;m+p), a koc-
k¶azatmentes hozamra RIF = (rF 1; . . . ; rF m) ¶es R
O
F = (rF;m+1; . . . ; rF;m+p),
ahol jRIi j = m, jROi j = p, 1 · i · l ¶es m + p = n.
2A k¶es}obbi tesztek sor¶an l¶atszik majd, hogy az adatok nem homoszkedasztikusak. Azaz
vagy Newey ¶es West (1987)-f¶ele korrekci¶ot, vagy kvantilis regresszi¶ot kellene futtatnunk,
azonban a sztenderd egyens¶ulyi ¶araz¶asi modellekben rendre OLS regresszi¶oval tal¶alkozunk,
ez¶ert mi is ezt a m¶odszertant kÄovettÄuk.
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Az U magyar¶az¶o v¶altoz¶o ¶ert¶ekei az ¶ert¶ekpap¶³rok DI halmazon becsÄult
kock¶azati m¶ert¶ekei
uI· = (·^¤(S1); . . . ; ·^¤(Sl)) ; (21)
V c¶elv¶altoz¶o az ¶ert¶ekpap¶³rok elv¶art kock¶azati pr¶emiuma DO adatsoron m¶ert
meg¯gyel¶esi mint¶aval
vO¹ = (E[R
O
1 ¡ ROF ]; . . . ;E[ROl ¡ ROF ]) : (22)
(19), (21) ¶es (22) egyenletek alapj¶an · kock¶azati m¶ert¶ek el}orejelz}o k¶epess¶e-
g¶enek becsl¶ese
^´O(·) = R
2(vO¹ ; u
I
·) : (23)
3.5.3 Szigni¯kancia vizsg¶alat
,,Bootstrapping" mintagener¶al¶asi m¶odszerrel megvizsg¶altuk, hogy az egyes
kock¶azati m¶ert¶ekek (sz¶or¶as, CAPM b¶eta, Shannon- ¶es R¶enyi entr¶opia) mint¶an
belÄuli magyar¶az¶o, ¶es mint¶an k¶³vÄuli el}orejelz}o k¶epess¶ege kÄozÄott szigni¯k¶ans
elt¶er¶es mutatkozik-e. A m¶odszer sor¶an 1000 iter¶aci¶ot hajtottunk v¶egre min-
den kock¶azati m¶ert¶ek p¶aros¶³t¶asra. Egy iter¶aci¶o sor¶an a 150 vizsg¶alt ¶ert¶ek-
pap¶³rb¶ol 25-Äot v¶eletlenszer}uen kivettÄunk ¶es a marad¶ek 125-re alkalmaztuk a
kock¶azatbecsl¶est ¶es R2 m¶er¶est. Az iter¶aci¶ok v¶egeredm¶enyek¶eppen 1000 darab
R2 ¶ert¶eket kaptunk minden kock¶azati m¶ert¶ekre. K¶et kock¶azati m¶ert¶ek pon-
toss¶aga kÄozÄott szigni¯k¶ans elt¶er¶es m¶erhet}o, ha a t-teszt alapj¶an az R2-ek
¶atlaga szigni¯k¶ansan elt¶er.
4 Eredm¶enyek
Empirikus eredm¶enyeinket n¶egy r¶eszben mutatjuk be. El}oszÄor megvizsg¶aljuk,
hogyan viselkednek az egyes kock¶azati m¶ert¶ekek a portf¶oli¶o elemsz¶am¶anak
nÄovel¶es¶evel v¶eletlenszer}uen Äossze¶all¶³tott portf¶oli¶ok eset¶en, illetve ez mennyi-
ben egyeztethet}o Äossze a klasszikus portf¶oli¶o-elm¶eletben le¶³rtakkal. Ezut¶an
Äosszehasonl¶³tjuk a sz¶or¶as, a CAPM b¶eta, a Shannon- ¶es R¶enyi entr¶opia mint¶an
belÄuli magyar¶az¶o k¶epess¶eg¶et a teljes adatsoron (hossz¶u t¶avon). A harmadik
alfejezetben megvizsg¶aljuk, hogyan teljes¶³tenek a kock¶azati m¶ert¶ekek abban
az esetben, ha emelked}o vagy es}o trendet azonos¶³tunk. V¶egÄul Äosszehasonl¶³tjuk
a m¶ert¶ekek magyar¶az¶o ¶es el}orejelz}o k¶epess¶eg¶et rÄovid t¶avon, illetve megvizs-
g¶aljuk azok id}obeli stabilit¶as¶at. A m¶er¶esekhez kifejezetten erre a c¶elra, Java
programoz¶asi nyelven fejlesztett, saj¶at szoftvert haszn¶alunk.
4.1 Diverzi¯k¶aci¶o hat¶asa az entr¶opi¶ara
Az entr¶opia, mint kock¶azati m¶ert¶ek vizsg¶alata sor¶an k¶³v¶ancsiak vagyunk arra,
hogy k¶epes-e a diverzi¯k¶aci¶os hat¶as kimutat¶as¶ara. Ehhez nagys¶agrendileg
10 milli¶o egyenl}oen s¶ulyozott, kÄulÄonbÄoz}o elemsz¶am¶u portf¶oli¶ot gener¶altunk
v¶eletlenszer}uen v¶alasztva a 150 darab vizsg¶alt ¶ert¶ekpap¶³rb¶ol. Az elemsz¶am
alatt jelen esetben a portf¶oli¶oba helyezett ¶ert¶ekpap¶³rok sz¶am¶at ¶ertjÄuk. Egy-
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¶es k¶etelem}u portf¶oli¶o eset¶en minden kombin¶aci¶ot (azaz 150, illetve 22350
darabot), egy¶ebk¶ent kett}on¶el magasabb elemsz¶am eset¶en legfeljebb 100 ezer
v¶eletlenszer}u portf¶oli¶ot gener¶altunk eg¶eszen 100 elemsz¶amig (¶³gy v¶egÄul nagy-
j¶ab¶ol 10 milli¶o kÄulÄonbÄoz}o, de minden esetben egyenl}oen s¶ulyozott portf¶oli¶o
vizsg¶alat¶at tette lehet}ov¶e). Minden egyes portf¶oli¶ora a napi kock¶azati pr¶e-
miumok alapj¶an megbecsÄultÄuk a kock¶azati m¶ert¶ekeket (nevezetesen a sz¶or¶ast,
Shannon- ¶es R¶enyi entr¶opi¶at), majd minden egyes elemsz¶am eset¶en ezeket ¶at-
lagoltuk. Mindk¶et entr¶opia fÄuggv¶eny eset¶en hisztogram-alap¶u becsl¶esi m¶od-
szert alkalmaztunk, 175 darab oszt¶alyt a Shannon- ¶es 50 darab oszt¶alyt a
R¶enyi entr¶opia eset¶en3. Mivel a CAPM b¶eta a szisztematikus, a piaci portf¶o-
li¶oban tÄort¶en}o diverzi¯k¶aci¶o ut¶an fennmarad¶o kock¶azat modellez¶es¶ere k¶epes,
ez¶ert a b¶eta kock¶azati m¶ert¶eket kihagytuk az elemz¶es ezen r¶esz¶eb}ol.
1. ¶abra. ¶Atlagos kock¶azat illetve kock¶azatcsÄokken¶es a portf¶oli¶o elemsz¶am¶anak fÄuggv¶eny¶eben
Megjegyz¶es. A Standard & Poor's 500 r¶eszv¶enyindex 150 v¶eletlenszer}uen
v¶alasztott ¶ert¶ekpap¶³rjaib¶ol 10 milli¶o, kÄulÄonbÄoz}o elemsz¶am¶u, egyenl}oen s¶ulyo-
zott portf¶oli¶ot gener¶altunk (elemsz¶amonk¶ent legfeljebb 100 ezret, vagy az
Äosszes permut¶aci¶onak megfelel}ot egy- ¶es k¶etelem}u portf¶oli¶ok eset¶en). A port-
f¶oli¶ok kock¶azat¶at sz¶or¶assal (szÄurke folytonos gÄorbe), Shannon-f¶ele entr¶opi¶aval
(fekete folytonos vonal), illetve R¶enyi entr¶opi¶aval (fekete szaggatott gÄorbe)
becsÄultÄuk meg a teljes peri¶odus alapj¶an. Mindk¶et entr¶opia alap¶u kock¶azati
m¶ert¶eket hisztogram-alap¶u s}ur}us¶egfÄuggv¶ennyel becsÄultÄunk, Shannon-f¶ele ent-
r¶opia eset¶en 175 darab oszt¶allyal, R¶enyi entr¶opia eset¶en 50 oszt¶allyal. A bal
oldali ¶abra a portf¶oli¶ok ¶atlagos kock¶azat¶at mutatja az elemsz¶am fÄuggv¶eny¶e-
ben, a jobb oldali ¶abra pedig a diverzi¯k¶al¶as hat¶as¶ara tÄort¶en}o ¶atlagos kock¶a-
zatcsÄokken¶es m¶ert¶ek¶et az egyelem}u portf¶oli¶o ¶atlagos kock¶azat¶ahoz k¶epest.
Az 1. ¶abra alapj¶an a diverzi¯k¶aci¶os hat¶as mind a sz¶or¶as, mind az entr¶opia
alap¶u kock¶azati m¶ertek alapj¶an kimutathat¶o. 10 v¶eletlenszer}u elemb}ol Äossze-
3 ÄOsszehasonl¶³tottuk a hisztogram-, "sample spacing"- ¶es magfÄuggv¶eny-alap¶u becsl¶esi
m¶odszerek pontoss¶ag¶at, eredm¶enyeik szerint a hisztogram-alap¶u becsl¶es bizonyult a
legjobbnak a magyar¶az¶o- ¶es el}orejelz}o k¶epess¶eg tekintet¶eben. Eredm¶enyeinket a FÄuggel¶ek
F-3. t¶abl¶azat¶aban r¶eszletezzÄuk.
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¶all¶³tott portf¶oli¶o kock¶azata ¶atlagosan nagyj¶ab¶ol 40%-kal alacsonyabb egy egy-
elemes portf¶oli¶ohoz k¶epest mindh¶arom m¶ert¶ek eset¶en. ÄOsszess¶eg¶eben a di-
verzi¯k¶aci¶os hat¶as karakteriz¶al¶as¶aban az entr¶opia hasonl¶oan viselkedik, mint
a sz¶or¶as.
Ugyancsak megvizsg¶altuk, hogyan rendez}odnek a kÄulÄonbÄoz}o portf¶oli¶ok a
v¶arhat¶o hozam { kock¶azat koordin¶atarendszerben a diverzi¯k¶al¶as hat¶as¶ara.
150 darab egyelem}u, illetve 200-200 darab egyenl}oen s¶ulyozott 2, 5 ¶es 10 elem}u
portf¶oli¶ot gener¶altunk v¶eletlenszer}uen, majd megbecsÄultÄuk ezek kock¶azat¶at
sz¶or¶assal, b¶et¶aval, Shannon- ¶es R¶enyi entr¶opi¶aval.
2. ¶abra. KÄulÄonbÄoz}o elemsz¶am¶u portf¶oli¶ok elhelyezked¶ese a v¶arhat¶o kock¶azati pr¶emium {
kock¶azat koordin¶atarendszerben
Megjegyz¶es. Az egyes panelek a portf¶oli¶ok v¶arhat¶o kock¶azati pr¶emium¶at
mutatj¶ak a kÄulÄonbÄoz}o kock¶azati m¶ert¶ekekkel sz¶am¶³tva; a portf¶oli¶ok elemsz¶a-
ma (m¶erete) { melyet t-vel jelÄolÄunk { az ¶abr¶akon l¶athat¶o. Az elemz¶esÄunkhÄoz
haszn¶alt 150 r¶eszv¶eny felhaszn¶al¶as¶aval 150 darab egyelem}u portf¶oli¶ot k¶esz¶³-
tettÄunk, illetve 200-200 egyenl}oen s¶ulyozott portf¶oli¶ot gener¶altunk 2, 5, ¶es
10 v¶eletlenszer}uen v¶alasztott r¶eszv¶eny seg¶³ts¶eg¶evel. A portf¶oli¶ok kock¶azat¶at
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sz¶or¶assal, CAPM b¶et¶aval, Shannon-f¶ele entr¶opi¶aval, illetve R¶enyi entr¶opi¶aval
becsÄultÄuk meg napi logaritmikus hozamokat felhaszn¶alva az 1987 ¶es 2011
peri¶odusra vonatkoz¶oan. Mindk¶et entr¶opia alap¶u kock¶azati m¶ert¶ek eset¶en
hisztogram-alap¶u s}ur}us¶egfÄuggv¶eny becsl¶est alkalmaztunk, Shannon-f¶ele ent-
r¶opia eset¶en 175 darab oszt¶allyal, R¶enyi entr¶opia eset¶en 50 oszt¶allyal.
A 2. ¶abra a v¶arhat¶o kock¶azati pr¶emium ¶es a kock¶azat viszony¶at mutatja
v¶eletlenszer}uen gener¶alt portf¶oli¶ok eset¶en kÄulÄonbÄoz}o kock¶azati m¶ert¶ekek sze-
rint. Meg¯gyelhet}o, hogy a sz¶or¶as ¶es az entr¶opia alap¶u kock¶azati m¶ert¶ekek
karakterisztik¶aja hasonl¶o: a portf¶oli¶ok elemsz¶am¶anak nÄovel¶es¶evel hiperbola
alakzatban s}ur}usÄodnek, a Markowitz-f¶ele portf¶oli¶o-elm¶elettel egybev¶ag¶oan
(Markowitz, 1952). A b¶eta eset¶en viszont m¶as jelleg}u elhelyezked¶es kÄor-
vonalaz¶odik, a portf¶oli¶o elemsz¶am¶anak nÄovel¶es¶evel egy kÄoz¶eppont kÄorÄul s}u-
r}usÄodnek a portf¶oli¶okat reprezent¶al¶o pontok.
4.2 Hossz¶u t¶av¶u magyar¶az¶o k¶epess¶eg
3. ¶abra. A kock¶azati m¶ert¶ekek hossz¶u t¶av¶u magyar¶az¶o k¶epess¶ege
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Megjegyz¶es: A n¶egy panel az egyes kock¶azati m¶ert¶ekek ¶es a v¶arhat¶o koc-
k¶azati pr¶emium kÄozÄotti ÄosszefÄugg¶est ¶abr¶azolj¶ak a vizsg¶alt teljes peri¶odusra.
A Standard & Poor's 500 r¶eszv¶enyindexb}ol 150 darab ¶ert¶ekpap¶³rt v¶alasztot-
tunk v¶eletlenszer}uen, melyek forgalomban voltak 1987-t}ol kezdve 2011 v¶eg¶eig.
A teljes peri¶oduson meg¯gyelt napi logaritmikus hozamok alapj¶an megbe-
csÄultÄuk az egyes ¶ert¶ekpap¶³rok kock¶azat¶at sz¶or¶as, CAPM b¶eta, Shannon- ¶es
R¶enyi entr¶opia alap¶u kock¶azatbecsl}o m¶odszerekkel. Mindk¶et entr¶opia alap¶u
kock¶azati m¶ert¶ek eset¶en hisztogram-alap¶u s}ur}us¶egfÄuggv¶eny becsl¶est alkalmaz-
tunk, Shannon-f¶ele entr¶opia eset¶en 175 darab oszt¶allyal, R¶enyi entr¶opia eset¶en
50 oszt¶allyal. Egy pont egy ¶ert¶ekpap¶³r reprezent¶aci¶oja, a pontokra line¶aris
regresszi¶os egyenest illesztettÄunk, majd lem¶ertÄuk az illeszked¶es¶enek j¶os¶ag¶at
(R2). A paneleken feltÄuntettÄuk a regresszi¶os egyenes k¶eplet¶et, a determin¶aci¶os
egyÄutthat¶ot, illetve z¶ar¶ojelben az egyes param¶eterekhez tart¶oz¶o p-¶ert¶eket.
Ahhoz, hogy lem¶erjÄuk az egyes kock¶azati m¶ert¶ekek (sz¶or¶as, CAPM b¶eta,
Shannon- ¶es R¶enyi entr¶opia) v¶arhat¶o kock¶azati pr¶emiumra vonatkoz¶o ma-
gyar¶az¶o k¶epess¶eg¶et, a teljes peri¶oduson (jelÄol¶esben p1) vett napi logaritmikus
hozamokon megbecsÄultÄuk azok nagys¶ag¶at. A m¶odszertanban bemutatott
regresszi¶os egyenes illeszked¶es¶enek j¶os¶ag¶aval (R2) kÄozel¶³tettÄuk a kock¶azati
m¶ert¶ekek ´(·) magyar¶az¶o erej¶et, ahol U magyar¶az¶o v¶altoz¶onak az ¶ert¶ekpap¶³-
rok kock¶azati m¶ert¶ek¶et, V c¶elv¶altoz¶onak a v¶arhat¶o kock¶azati pr¶emiumot v¶a-
lasztottuk.
A 3. ¶abra Äosszefoglalja a vizsg¶alt kock¶azati m¶ert¶ekek magyar¶az¶o k¶epess¶eg¶et,
v¶arhat¶o napi kock¶azati pr¶emium { kock¶azat koordin¶atarendszerben. Az illesz-
ked¶es j¶os¶aga alapj¶an a b¶eta teljes¶³t a leggyeng¶ebben, 8,53%-os R2-tel. B¶ar a
sz¶or¶as magyar¶az¶o ereje (12,10%) magasabb, mint a b¶et¶a¶e, mindk¶et entr¶opia
alap¶u kock¶azati m¶ert¶ek szigni¯k¶ansan4 jobban teljes¶³t, Shannon entr¶opia
eset¶en 18,71%-kal, R¶enyi entr¶opia eset¶en pedig 23,66%-kal. A line¶aris reg-
resszi¶os egyenes egyenlete szerint az ¶atlagos, nem megmagyar¶azott kock¶azati
pr¶emium (Y tengelymetszet, vagy Jensen alfa (Jensen, 1968)) abszol¶ut ¶ert¶eke
az entr¶opia alap¶u kock¶azati m¶ert¶ekek eset¶en alacsonyabb (0,0007 ¶es 0,0055),
mint a hagyom¶anyos kock¶azati m¶ert¶ekek eset¶en (a sz¶or¶as eset¶en 0,0080, a b¶eta
eset¶en 0,0150). Meg¯gyelhet}o, hogy az illeszked¶es j¶os¶aga, illetve a Jensen alfa
abszol¶ut ¶ert¶eke ford¶³tottan ar¶anyosan mozog jelen esetben.
Megm¶ertÄuk a magyar¶az¶o k¶epess¶eget kÄulÄonbÄoz}o elemsz¶am¶u portf¶oli¶o eset¶en
is. Elemsz¶amonk¶ent legfeljebb 100-100 ezer, vagy a maxim¶alis permut¶aci¶onak
megfelel}o sz¶am¶u v¶eletlenszer}u portf¶oli¶ot gener¶altunk, illetve lem¶ertÄuk eseten-
k¶ent a legfeljebb 100 ezer pontra illesztett regresszi¶os egyenes illeszked¶es¶enek
j¶os¶ag¶at. Az eredm¶enyeinket a 4. ¶abr¶an foglaljuk Äossze.
4A ,,bootstrapping" m¶odszer alapj¶an az entr¶opia-alap¶u kock¶azati m¶ert¶ekek szig-
ni¯k¶ansan kÄulÄonbÄoznek a sz¶or¶ast¶ol ¶es a CAPM b¶et¶at¶ol 1%-os szigni¯kancia szinten.
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4. ¶abra. A kock¶azati m¶ert¶ekek hossz¶u t¶av¶u magyar¶az¶o erej¶enek v¶altoz¶asa
az elemsz¶amok fÄuggv¶eny¶eben
Megjegyz¶es: Az ¶abra Äosszehasonl¶³tja a sz¶or¶as, CAPM b¶eta, Shannon- ¶es
R¶enyi entr¶opia magyar¶az¶o k¶epess¶eg¶et (R2) a portf¶oli¶o elemsz¶am¶anak fÄuggv¶e-
ny¶eben. A Standard & Poor's 500 r¶eszv¶enyindex 150 v¶eletlenszer}uen v¶alasz-
tott ¶ert¶ekpap¶³rjaib¶ol 10 milli¶o, kÄulÄonbÄoz}o elemsz¶am¶u, egyenl}oen s¶ulyozott
portf¶oli¶ot gener¶altunk (elemsz¶amonk¶ent legfeljebb 100 ezret). A gener¶alt
portf¶oli¶ok teljes peri¶oduson vett napi logaritmikus hozama alapj¶an meg-
becsÄultÄuk a kock¶azati m¶ert¶ekeket, majd az egyes elemsz¶amokra line¶aris reg-
resszi¶os egyenest illesztettÄuk ¶es lem¶ertÄuk az illeszked¶es¶enek j¶os¶ag¶at. Az ¶abr¶an
vil¶agosszÄurke gÄorbe jelzi a sz¶or¶ast, fekete szaggatott gÄorbe a CAPM b¶et¶at,
szÄurke folytonos gÄorbe a Shannon-f¶ele entr¶opi¶at, illetve fekete gÄorbe a R¶enyi
entr¶opi¶at.
A 4. ¶abra illusztr¶alja, hogyan v¶altozik a magyar¶az¶o k¶epess¶eg a diverzi-
¯k¶al¶as hat¶as¶ara. Meg¯gyelhet}o, hogy m¶³g a sz¶or¶as ¶es entr¶opia alap¶u kock¶azati
m¶ert¶ekek eset¶en ez a portf¶oli¶o elemsz¶am¶anak nÄovel¶es¶evel csÄokken, a b¶eta ese-
t¶en konstans ¶ert¶ek kÄorÄul mozog. A karakterisztika magyar¶azata a kÄovetkez}o.
Egyr¶eszt a b¶eta csak a szisztematikus (nem diverzi¯k¶alhat¶o) kock¶azatot mo-
dellezi, ¶³gy a konstans ¶ert¶ek indokolt, m¶asr¶eszt a sz¶or¶as ¶es entr¶opia alap¶u
kock¶azati m¶ert¶ekek a v¶allalat speci¯kus kock¶azatot is k¶epesek m¶erni, ¶³gy
kev¶esb¶e j¶ol diverzi¯k¶alt (magasabb egyedi kock¶azat¶u) portf¶oli¶ok eset¶en ezek
tov¶abbi magyar¶az¶o er}ovel b¶³rnak. A magyar¶az¶o k¶epess¶eg csÄokken¶ese ellen¶ere
mindk¶et entr¶opia alap¶u kock¶azati m¶ert¶ek legal¶abb olyan j¶o teljes¶³t, mint a
b¶eta. J¶ol diverzi¯k¶alt (100 elem}u) portf¶oli¶ok eset¶en a R¶enyi entr¶opia ma-
gyar¶az¶ok¶epess¶ege nagys¶agrendileg 30%-kal magasabb, mint a CAPM b¶et¶a¶e,
a Shannon entr¶opia eset¶en kÄozel azonosak a teljes¶³tm¶enyek.
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4.3 Magyar¶az¶o k¶epess¶eg a piaci trend ismeret¶eben
Az eredeti, 25 ¶eves peri¶odus¶u, napi logaritmikus hozam adatokat k¶et mint¶ara
osztottuk fel att¶ol fÄugg}oen, hogy emelked}o (,,bika piac") vagy csÄokken}o (,,med-
ve piac") trend}u peri¶odusban tÄort¶entek a meg¯gyel¶esek.
Ezzel k¶et olyan meg¯gyel¶esi halmazt kaptunk, amelynek pontjai vagy
emelked}o, vagy csÄokken}o peri¶odusban tÄort¶entek. Az emelked}o trend}u mint¶at
,,p1+"-val, a csÄokken}ot ,,p1¡"-val jelÄoljÄuk. A 25 ¶eves peri¶odus feloszt¶as¶at
az F4 FÄuggel¶ekben foglaltuk Äossze. Ezen k¶et diszjunkt mint¶an kÄulÄon-kÄulÄon
lefuttattuk a 4.2 fejezetben r¶eszletezett hossz¶u t¶av¶u magyar¶az¶o k¶epess¶eg
m¶er¶es¶ere bemutatott m¶odszert, ugyanazon param¶eterekkel. Az elemz¶essel
kapott eredm¶enyeinket az 5. ¶es 6. ¶abra foglalja Äossze.
5. ¶abra. A kock¶azati m¶ert¶ekek magyar¶az¶o k¶epess¶ege emelked}o trend}u mint¶aban
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6. ¶abra. A kock¶azati m¶ert¶ekek magyar¶az¶o k¶epess¶ege csÄokken}o trend}u mint¶aban
Megjegyz¶es: Az 5-6. ¶abr¶akon a n¶egy panel az egyes kock¶azati m¶ert¶ekek ¶es
a v¶arhat¶o kock¶azati pr¶emium kÄozÄotti ÄosszefÄugg¶est ¶abr¶azolja emelked}o (illetve
csÄokken}o) trend}u peri¶odusokban. A Standard & Poor's 500 r¶eszv¶enyindex-
b}ol 150 darab ¶ert¶ekpap¶³rt v¶alasztottunk v¶eletlenszer}uen, melyek forgalom-
ban voltak 1987-t}ol kezdve 2011 v¶eg¶eig. Az azonos trendben (bika illetve
medve piacon) mozg¶o peri¶odusokon meg¯gyelt napi logaritmikus hozamok
alapj¶an megbecsÄultÄuk az egyes ¶ert¶ekpap¶³rok kock¶azat¶at sz¶or¶as, CAPM b¶eta,
Shannon- ¶es R¶enyi entr¶opia alap¶u kock¶azatbecsl}o m¶odszerekkel. Mindk¶et
entr¶opia alap¶u kock¶azati m¶ert¶ek eset¶en hisztogram-alap¶u s}ur}us¶egfÄuggv¶eny
becsl¶est alkalmaztunk, Shannon-f¶ele entr¶opia eset¶en 175, R¶enyi entr¶opia ese-
t¶en 50 oszt¶allyal. Egy pont egy ¶ert¶ekpap¶³r reprezent¶aci¶oja, a pontokra line¶aris
regresszi¶os egyenest illesztettÄunk, majd lem¶ertÄuk az illeszked¶es¶enek j¶os¶ag¶at
(R2). A paneleken feltÄuntettÄuk a regresszi¶os egyenes k¶eplet¶et, a determin¶aci¶os
egyÄutthat¶ot, illetve z¶ar¶ojelben az egyes param¶eterekhez tart¶oz¶o p-¶ert¶eket.
A bika ¶es medve piacokra elv¶egzett k¶³s¶erleteink eredm¶enye mutatja, hogy
a kÄulÄonbÄoz}o kock¶azati m¶ert¶ekek hasonl¶oan viselkednek a kÄulÄonbÄoz}o piaci
kÄorÄulm¶enyek kÄozÄott: azaz az elm¶eleti modellnek megfelel}oen a hozam ¶es
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kock¶azat kÄozÄott pozit¶³v kapcsolatot l¶atunk emelked}o piaci rezsimben, vi-
szont minden kock¶azati m¶ert¶ek eset¶en negat¶³v kapcsolat l¶atszik csÄokken}o
piaci viszonyok kÄozÄott. Jelen eredm¶enyÄunk interpret¶al¶asakor vil¶agosan kell
l¶atni, hogy semmi kÄulÄonÄoset nem fedeztÄunk fel, hiszen a jelens¶eg m¶ar eddig
is ismert volt (Silver, 1975; DeBondt ¶es Thaler, 1987; Chawla, 2003), azon-
ban az a t¶eny, hogy az entr¶opia is hasonl¶o karakterisztik¶akat mutat, abb¶ol
a szempontb¶ol lehet fontos eredm¶eny, hogy alkalmaz¶asa az eddig megszokot-
taknak megfelel}o ¶ertelmez¶esi tartom¶anyban tÄort¶enhet meg. Bika piacon min-
den kock¶azati m¶ert¶ekkel kifejezetten er}os magyar¶az¶o k¶epess¶eget m¶ertÄunk:
39,54% a sz¶or¶as, 37,42% a CAPM b¶eta, 48,65% a Shannon entr¶opia, valamint
49,34% a R¶enyi entr¶opia eset¶en5. Emelked}o piacon a regresszi¶os egyenes
pozit¶³v meredeks¶eg}u, hasonl¶oan a teljes mint¶ara vonatkoz¶o m¶er¶esÄunk sor¶an
tapasztaltakhoz; azaz a magasabb kock¶azatv¶allal¶as¶ert magasabb hozamra
sz¶am¶³thatunk. Ezzel ellent¶etben, amikor a piacok esnek, azaz medve piaci
kÄorÄulm¶enyek kÄozÄott a magasabb kock¶azatv¶allal¶ast nem jutalmazza a piac
magasabb hozammal, s}ot val¶oj¶aban a kock¶azati pr¶emium a kock¶azat fÄugg-
v¶eny¶eben csÄokken, azaz a regresszi¶os egyenes meredeks¶ege negat¶³vv¶a v¶alik.
Meg kell jegyeznÄunk, hogy ezen meg¯gyel¶es eset¶en a b¶eta magyar¶az¶o ereje
(37,26%) meghaladja az entr¶opi¶a¶et (Shannon- valamint R¶enyi entr¶opia eset¶en
32,66%, illetve 30,55%). ÄOsszess¶eg¶eben azt ¶all¶³thatjuk, hogy eredm¶enyeink
egybev¶agnak a sztenderd eszkÄoz¶araz¶asi modellek eredm¶enyeivel. Amennyi-
ben a rezsim-fÄugg}os¶eg is j¶ol l¶athat¶ov¶a v¶alik, l¶enyegesen pontosabb becsl¶est
kapunk, mint ezen inform¶aci¶o felhaszn¶al¶asa n¶elkÄul. Mindazon¶altal meg kell
jegyeznÄunk, hogy a teljes mint¶ara vonatkoz¶o eredm¶enyek abb¶ol a szempontb¶ol
m¶egis relev¶ansabbak t}unnek, mivel a befektet}o egy adott pillanatban nem
tudja eldÄonteni, hogy ¶epp emelked}o, vagy csÄokken}o piacon fektet be, ¶³gy an-
nak el}orejelz¶ese bizonytalann¶a v¶alik.
4.4 RÄovid t¶av¶u magyar¶az¶o ¶es el}orejelz}o k¶epess¶eg
B¶ar jelent}os eredm¶enyeket ¶erhetÄunk el mint¶an belÄul (p¶eld¶aul t¶ultanul¶assal),
ebb}ol m¶eg nem kÄovetkezik, hogy a mint¶an k¶³vÄul is pontos lesz a modellÄunk.
Az el}orejelz}o k¶epess¶eg m¶er¶es¶ere a kÄovetkez}o m¶odszert alkalmaztuk. 1987-
t}ol kezdve t¶³z¶eves peri¶odusokat vettÄunk 1-1 ¶eves eltol¶assal eg¶eszen 2002-ben
kezd}od}o 10 ¶eves peri¶odusig bez¶ar¶olag. Az els}o peri¶odus 1987-t}ol 1996-ig, az
utols¶o 2002-t}ol 2011-ig tart, 1 ¶eves eltol¶asokkal ez a 25 ¶eves teljes adatsoron 16
darab t¶³z¶eves peri¶odust jelent. A t¶³z¶eves peri¶odusokat 5-5 ¶eves tan¶³t¶o ¶es teszt
peri¶odusokra bontottuk fel, melyeket p2i ¶es p2o-val jelÄolÄunk a tov¶abbiakban.
Minden t¶³z¶eves peri¶odusban megbecsÄultÄuk a kock¶azati m¶ert¶ekeket az els}o 5
¶eves peri¶oduson (p2i), majd line¶aris regresszi¶ot ¶es R2 m¶er¶est alkalmaztunk az
azonos (mint¶an belÄul, p2i), illetve kÄovetkez}o 5 ¶eves peri¶odus (mint¶an k¶³vÄul,
p2o) v¶arhat¶o kock¶azati pr¶emium¶anak becsl¶es¶ere. A kock¶azati m¶ert¶ekek rÄovid
t¶av¶u magyar¶az¶o ¶es el}orejelz}o k¶epess¶ege a vizsg¶alt peri¶odusok R2-¶enek ¶atlaga
mint¶an belÄul ¶es k¶³vÄul. Az eredm¶enyeket az 1. t¶abl¶azatban foglaltuk Äossze, a
5A ,,bootstrapping" m¶odszer alapj¶an az entr¶opia-alap¶u kock¶azati m¶ert¶ekek szig-
ni¯k¶ansan kÄulÄonbÄoznek a sz¶or¶ast¶ol ¶es a CAPM b¶et¶at¶ol 1%-os szigni¯kancia szinten.
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teljess¶eg kedv¶e¶ert kieg¶esz¶³tve az el}oz}o alfejezetekben teljes peri¶oduson, illetve
kÄulÄonbÄoz}o trendeken m¶ert hossz¶u t¶av¶u magyar¶az¶o k¶epess¶eggel.
Kock¶azati m¶ert¶ek ^´p1 ^´p1+ ^´p1¡ ^´p2i ^´p2o ¾R(^´p2i) ¾R(^´p2o)
(%) (%) (%) (%) (%)
Sz¶or¶as 12,10 39,5 30,7 8,73 9,04 0,59 0,77
CAPM b¶eta 8,53 37,4 37,3 13,12 6,54 0,98 1,09
Shannon entr¶opia 18,71 48,6 32,7 14,77 9,18 0,60 0,78
R¶enyi entr¶opia 23,66 49,3 30,5 14,34 8,55 0,51 0,76
1. t¶abl¶azat. A kock¶azati pr¶emiumra vonatkoz¶o magyar¶az¶o ¶es el}orejelz}o k¶epess¶eg kÄulÄonbÄoz}o
mint¶akban
Megjegyz¶es. A t¶abl¶azat Äosszefoglalja a megvizsg¶alt kock¶azati m¶ert¶ekek
magyar¶az¶o (mint¶an belÄuli R2) ¶es el}orejelz}o (mint¶an k¶³vÄuli R2) k¶epess¶eg¶et
kÄulÄonbÄoz}o mint¶akon m¶erve. A Standard & Poor's 500 r¶eszv¶enyindexb}ol 150
¶ert¶ekpap¶³rt v¶alasztottunk v¶eletlenszer}uen, melyek forgalomban voltak 1987-
t}ol kezdve ¶es 2011 v¶egig. Ezen ¶ert¶ekpap¶³rok napi logaritmikus hozam¶an sz¶o-
r¶as, CAPM b¶eta, Shannon- ¶es R¶enyi entr¶opia alap¶u kock¶azatbecsl}o m¶od-
szerekkel megbecsÄultÄuk azok kock¶azat¶at: (1) hossz¶u t¶avon, 1987-t}ol 2011-
ig bez¶ar¶olag; (2) emelked}o trendben (bika piacon); (3) csÄokken}o trendben
(medve piacon); (4) 16 darab 10-¶eves peri¶oduson (1987{1996)-t¶ol kezdve,
(2002{2011)-ig 1-1 ¶eves eltol¶assal, felosztva 5-5 ¶eves mint¶an belÄuli ¶es mint¶an
k¶³vÄuli m¶er¶esi mint¶ara. Mindk¶et entr¶opia alap¶u kock¶azati m¶ert¶ek eset¶en hisz-
togram-alap¶u s}ur}us¶egfÄuggv¶eny becsl¶est alkalmaztunk, Shannon-f¶ele entr¶opia
eset¶en 175 oszt¶allyal, R¶enyi entr¶opia eset¶en 50 oszt¶allyal. ^´p1 jelÄoli az egyes
kock¶azati m¶ert¶ekek hossz¶u t¶av¶u magyar¶az¶o k¶epess¶eg¶et, ^´p1+ ¶es ^´p1¡ jelzi
a magyar¶az¶o er}ot, amennyiben a trend azonos¶³tott, ^´p2i az ¶atlagos mint¶an
belÄuli magyar¶az¶o k¶epess¶eg a 10 ¶eves rÄovidebb peri¶odusok els}o 5 ¶ev¶eben, ^´p2o
pedig a m¶asodik 5 ¶evben m¶ert ¶atlagos el}orejelz}o k¶epess¶eg. Az utols¶o k¶et osz-
lop a rÄovidebb peri¶odusokon m¶ert teljes¶³tm¶enyek relat¶³v sz¶or¶as¶at Äosszegzi.6
Eredm¶enyeink alapj¶an a sz¶or¶as hasonl¶o pontoss¶aggal magyar¶azza, illetve
jelzi el}ore a v¶arhat¶o hozamot 5 ¶eves peri¶odusra vonatkoz¶oan (8,73% ¶es 9,04%).
A CAPM b¶eta ¶es az entr¶opia modellek eset¶en a rÄovid t¶av¶u mint¶an belÄuli
magyar¶az¶o k¶epess¶eg jelent}osen magasabb az el}orejelz}o k¶epess¶egn¶el (CAPM
eset¶en: 13,12% ¶es 6,54%; Shannon entr¶opia eset¶en: 14,77% ¶es 9,18%, m¶³g
R¶enyi entr¶opia eset¶en: 14,34% ¶es 8,55%). A sz¶or¶as mint¶an belÄuli pon-
toss¶aga szigni¯k¶ansan alacsonyabb a tÄobbi modellhez k¶epest (8,73% szemben
a 13,12%, 14,77%, 14,34% ¶ert¶ekekkel), el}orejelz}o k¶epess¶ege viszont meglep}oen
magas (9,04%, szemben a 6,54%, 9,18%, 8,55% ¶ert¶ekekkel). A CAPM b¶eta
eset¶en a meg¯gyel¶es ford¶³tott, 5 ¶eves mint¶an belÄul jelent}osen magasabb, mint
a teljes mint¶an m¶erve (rÄovid t¶avon 13,12%, hossz¶u t¶avon 8.53%), el}orejelz}o
k¶epess¶ege viszont jelent}osen alacsonyabb (6,54%), ami azt sugallja, hogy a
modell nagy val¶osz¶³n}us¶eggel t¶ultanult a tan¶³t¶o peri¶oduson. Az entr¶opia alap¶u
kock¶azati m¶ert¶ekek rÄovid t¶av¶u magyar¶az¶o-, ill. el}orejelz}o k¶epess¶ege relat¶³ve
6A rÄovidebb peri¶odusokra vonatkoz¶o r¶eszletes eredm¶enyeinket k¶er¶esre rendelkez¶esre
bocs¶ajtjuk.
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magas (Shannon entr¶opia 14,77% ¶es 9,18%, illetve R¶enyi entr¶opia 14,34% ¶es
8,55%, szemben a sz¶or¶assal: 8,73% ¶es 9,04%, illetve a CAPM b¶et¶aval: 13,12%
¶es 6,54%). Eredm¶enyeink meglep}oek abb¶ol a szempontb¶ol, b¶ar a CAPM b¶eta
egy szisztematikus kock¶azati m¶ert¶ek, m¶egis az entr¶opia kÄozel 40%-kal maga-
sabb el}orejelz}o k¶epess¶eggel rendelkezik (9,18% szemben a 6,54%-kal). Shan-
non entr¶opia alkalmaz¶as¶aval medve piacon k¶³vÄul minden esetben pontosabb
becsl¶eseket m¶ertÄunk mind a sz¶or¶ashoz, mind a CAPM b¶et¶ahoz k¶epest. A k¶et
entr¶opia fÄuggv¶eny kÄozÄul hossz¶u t¶avon a R¶enyi entr¶opia (23,66%), rÄovid t¶avon
a Shannon entr¶opia (14,77% ¶es 9,18%) bizonyult pontosabbnak az empirikus
vizsg¶alatok alapj¶an7. Az 5 ¶eves peri¶odusokon m¶ert R2 ingadoz¶as (relat¶³v
sz¶or¶asa) alapj¶an elmondhat¶o, hogy a legkev¶esb¶e megb¶³zhat¶o modell a CAPM
b¶eta mint¶an belÄul 0,98-as, illetve mint¶an k¶³vÄul 1,09-es relat¶³v sz¶or¶assal, ami
40%-kal magasabb az entr¶opia alap¶u kock¶azati m¶ert¶ekekhez k¶epest. A sz¶or¶as
¶es az entr¶opia alap¶u kock¶azati m¶ert¶ekek eset¶en hasonl¶o ingadoz¶ast m¶ertÄunk,
nagys¶agrendileg mint¶an belÄul 0,60, illetve mint¶an k¶³vÄul 0,75 kÄorÄuli ¶ert¶ekeket,
legmegb¶³zhat¶obb rÄovid t¶av¶u modellnek a R¶enyi entr¶opia bizonyult. Eredm¶e-
nyeinket Äosszefoglalva azt az ¶all¶³t¶ast fogalmazzuk meg, hogy a b¶eta kiz¶ar¶olag
csÄokken}o piacokon alkalmasabb kock¶azat m¶er¶esre, mint az entr¶opia alap¶u
kock¶azati m¶ert¶ekek. Minden m¶as esetben az entr¶opia t¶ulsz¶arnyalja a CAPM
b¶et¶at ¶es a Markowitz-f¶ele modell varianci¶aj¶at, ¶³gy jobb ¶es megb¶³zhat¶obb
kock¶azati m¶ert¶eknek t}unik.
5 ÄOsszegz¶es
Az entr¶opia alap¶u kock¶azati m¶ert¶ek ÄotvÄozi a sz¶or¶as ¶es a CAPM b¶eta kÄulÄonbÄoz}o
mint¶akon m¶ert pontoss¶ag¶at. Ahogyan a sz¶or¶as, az entr¶opia is k¶epes a diver-
zi¯k¶aci¶os hat¶as kimutat¶as¶ara, a kock¶azati pr¶emiumra vonatkoz¶o rÄovid t¶av¶u
el}orejelz}o k¶epess¶ege nagyobb. A b¶et¶aval szemben a modell sz¶am¶³t¶as¶ahoz
nincs szÄuks¶eg a val¶os¶agban megragadhatatlan piaci portf¶oli¶o hozam¶anak is-
meret¶ere, a v¶arhat¶o kock¶azati pr¶emiumra vonatkoz¶o mint¶an belÄuli magyar¶az¶o
ereje nagyobb, f}oleg hossz¶u t¶avon, amikor a piaci trend nem beazonos¶³tott.
JegyezzÄuk meg, hogy egy adott pillanatban ez nem is lehets¶eges, kiz¶ar¶olag
k¶es}obbi peri¶odusokban tudjuk meg¶allap¶³tani, hogy a m¶ult egy adott pillanata
bika vagy medve piachoz tartozott-e. Amennyiben a piaci trend azonos¶³that¶o,
az entr¶opia ¶es a b¶eta magyar¶az¶o ereje kÄozÄott nincs egy¶ertelm}u rel¶aci¶o. Pon-
toss¶ag, stabilit¶as szempontj¶ab¶ol az entr¶opia alap¶u kock¶azati m¶ert¶ek a legki-
egyens¶ulyozottabb, mivel a rÄovid t¶av¶u id}oablakokon m¶ert magyar¶az¶o ¶es el}ore-
jelz}o k¶epess¶eg relat¶³v sz¶or¶asa a legalacsonyabb. Az entr¶opia becsl}om¶odszerek
kÄozÄott a hisztogram-alap¶u megkÄozel¶³t¶est tal¶altuk a legpontosabbnak, ¶³gy
bevezettÄunk egy-egy egyszer}u formul¶at a Shannon- ¶es R¶enyi entr¶opia becsl¶e-
s¶ere, el}oseg¶³tve ezzel az entr¶opia alap¶u p¶enzÄugyi kock¶azatbecsl¶es sz¶eles kÄor}u
alkalmazhat¶os¶ag¶at.
7A ,,bootstrapping" m¶odszer alapj¶an az entr¶opia-alap¶u kock¶azati m¶ert¶ekek pontoss¶aga,
amennyiben magasabbak, szigni¯k¶ansan kÄulÄonbÄoznek a sz¶or¶ast¶ol ¶es a CAPM b¶et¶at¶ol 1%-os
szigni¯kancia szinten.
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FÄuggel¶ekek
F1 Le¶³r¶o statisztika
V¶allalat neve CRSP r ¡ rj Lapos- Ferde- J-B szig. ¾ ¯ H1 H2
azon. s¶ag s¶eg teszt szint
Honeywell International 10145 0,0344 22,93 0,24 137910,2 *** 2,13 1,10 7,64 5,94
Beam Inc. 10225 0,0262 7,36 0,28 14278,8 *** 1,75 0,83 6,37 4,91
Archer Daniels Midland Co 10516 0,0375 8,50 -0,03 18964,9 *** 2,05 0,83 7,24 5,92
Brown Shoe Co Inc. New 10866 0,0161 11,89 0,37 37185,2 *** 2,82 1,14 9,59 6,96
Brunswick Corp 10874 0,0326 26,59 0,68 185986,0 *** 3,06 1,47 10,35 7,82
Unisys Corp 10890 0,0214 32,22 1,34 274237,1 *** 3,97 1,44 12,38 9,42
DuPont 11703 0,0207 5,05 -0,11 6688,0 *** 1,84 0,99 6,99 5,50
Eaton Corp 11762 0,0349 14,13 -0,07 52363,9 *** 1,82 0,98 6,71 5,20
General Dynamics Corp 12052 0,0332 10,79 0,06 30522,3 *** 1,76 0,66 6,35 4,84
Ingersoll Rand Plc 12431 0,0446 9,64 -0,25 24451,7 *** 2,28 1,21 8,56 6,71
IBM Corp. 12490 0,0309 10,31 -0,02 27881,8 *** 1,85 0,94 6,76 5,21
ITT Corp. 12570 0,0372 8,80 0,12 20320,8 *** 1,74 0,90 6,51 5,07
N L Industries Inc. 13303 0,0465 6,11 0,42 9965,6 *** 3,22 1,09 11,23 8,68
P G & E Corp 13688 0,0130 63,24 -0,43 1049189,8 *** 1,96 0,57 5,92 4,73
PepsiCo Inc. 13856 0,0432 6,83 0,32 12346,1 *** 1,66 0,65 6,13 4,82
ConocoPhillips 13928 0,0440 7,20 0,01 13585,2 *** 1,95 0,85 7,28 5,91
Apple Inc. 14593 0,1027 20,06 -0,42 105725,7 *** 3,07 1,25 11,34 8,95
Sunoco Inc. 14656 0,0254 11,21 -0,06 32955,2 *** 2,18 0,95 7,97 6,33
Foot Locker Inc. 15456 0,0248 7,60 0,38 15308,9 *** 2,71 1,01 9,70 7,39
RadioShack Corp 15560 0,0196 9,37 -0,02 23013,4 *** 2,66 1,09 9,70 7,42
Texas Instruments Inc. 15579 0,0641 4,71 0,18 5849,7 *** 2,83 1,37 10,87 8,57
Goodyear Tire&Rubber Co 16432 0,0186 7,37 -0,11 14262,6 *** 2,81 1,36 10,12 7,58
Hershey Co 16600 0,0350 21,66 0,40 123190,7 *** 1,64 0,59 5,96 4,69
Kroger Company 16678 0,0438 139,09 -4,13 5092483,4 *** 2,28 0,70 7,82 6,54
CVS Caremark Corp 17005 0,0353 11,76 -0,35 36383,2 *** 1,97 0,75 7,17 5,56
Bassett Furniture Ind. 17137 0,0108 16,95 0,72 75867,9 *** 2,89 0,60 9,65 7,35
General Mills Inc. 17144 0,0289 6,11 0,18 9816,4 *** 1,33 0,48 5,04 3,98
McGraw Hill Cos Inc. 17478 0,0326 11,75 0,40 36364,0 *** 1,89 0,94 6,73 5,06
Kimberly Clark Corp 17750 0,0297 16,20 -0,52 69119,0 *** 1,56 0,60 5,74 4,47
United Technologies Corp 17830 0,0411 14,63 -0,58 56472,3 *** 1,77 0,94 6,64 5,25
Procter & Gamble Co 18163 0,0398 48,10 -1,67 609852,2 *** 1,59 0,66 5,65 4,44
Penney J C Co Inc. 18403 0,0244 5,31 0,39 7553,0 *** 2,41 1,11 8,96 6,78
Southern Co 18411 0,0216 12,04 0,00 38001,7 *** 1,31 0,46 4,71 3,97
Caterpillar Inc. 18542 0,0530 5,93 -0,08 9233,8 *** 2,10 1,09 7,94 6,23
Colgate Palmolive Co 18729 0,0440 12,91 0,07 43712,7 *** 1,62 0,65 6,00 4,70
F M C Corp 19166 0,0474 15,71 -0,22 64755,9 *** 2,11 1,06 7,33 5,54
Deere & Co 19350 0,0571 4,59 0,00 5527,4 *** 2,20 1,05 8,43 6,60
Bristol Myers Squibb Co 19393 0,0219 14,35 -0,46 54208,6 *** 1,82 0,81 6,65 5,17
Walgreen Co 19502 0,0460 5,35 0,09 7510,2 *** 1,83 0,78 6,91 5,51
Crane Co 20204 0,0428 5,90 0,04 9135,8 *** 2,11 1,03 7,68 6,14
Abbott Laboratories 20482 0,0365 4,82 -0,17 6112,0 *** 1,69 0,66 6,48 5,18
Dow Chemical Co 20626 0,0197 8,26 -0,17 17941,8 *** 2,10 1,09 7,61 5,80
Genesco Inc. 21055 0,0965 10,77 -0,06 30437,5 *** 3,56 1,15 12,03 9,96
Lockheed Martin Corp 21178 0,0281 12,79 -0,09 42907,8 *** 1,83 0,62 6,63 5,17
International Paper Co 21573 0,0173 11,03 0,07 31913,2 *** 2,24 1,13 8,11 6,29
P¯zer Inc. 21936 0,0359 4,40 -0,15 5098,0 *** 1,84 0,84 7,05 5,57
Cooper Industries Plc 21979 0,0316 16,29 -0,16 69587,8 *** 2,00 1,03 7,23 5,60
Emerson Electric Co 22103 0,0310 6,77 0,05 12034,6 *** 1,78 1,02 6,65 5,21
Johnson & Johnson 22111 0,0403 9,07 -0,23 21637,2 *** 1,50 0,66 5,70 4,48
PPG Industries Inc. 22509 0,0259 7,30 0,03 13958,1 *** 1,83 1,00 6,87 5,35
3M Co 22592 0,0255 15,79 -0,62 65777,1 *** 1,58 0,82 5,85 4,51
Merck & Co Inc. New 22752 0,0292 12,79 -0,57 43226,6 *** 1,80 0,79 6,76 5,36
Motorola Solutions Inc. 22779 0,0456 7,07 -0,15 13123,2 *** 2,73 1,33 10,09 7,74
FirstEnergy Corp 23026 0,0090 12,54 0,22 41267,3 *** 1,48 0,58 4,85 4,23
Heinz H J Co 23077 0,0193 4,35 0,17 4991,5 *** 1,46 0,55 5,44 4,38
Textron Inc. 23579 0,0295 42,58 0,29 475724,6 *** 2,48 1,26 8,08 6,10
Public Service EG Inc. 23712 0,0106 10,84 0,13 30819,9 *** 1,51 0,63 5,21 4,30
Entergy Corp New 24010 0,0243 13,40 0,10 47085,0 *** 1,56 0,53 5,47 4,43
NextEra Energy Inc. 24205 0,0156 15,38 0,00 62068,1 *** 1,36 0,54 4,72 3,79
Constellation Energy G. 24221 0,0096 56,57 -2,24 844580,9 *** 1,74 0,61 5,81 4,62
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V¶allalat neve CRSP r ¡ rj Lapos- Ferde- J-B szig. ¾ ¯ H1 H2
azon. s¶ag s¶eg teszt szint
Alcoa Inc. 24643 0,0259 9,44 0,10 23380,0 *** 2,43 1,26 8,88 6,88
Raytheon Co 24942 0,0194 66,16 -1,91 1151917,6 *** 1,85 0,59 6,30 5,06
ONEOK Inc. New 25232 0,0421 24,63 -0,06 159092,7 *** 2,00 0,80 6,83 5,56
Campbell Soup Co 25320 0,0238 7,28 0,36 14044,2 *** 1,66 0,57 6,10 4,71
Harris Corp 25582 0,0362 8,61 0,11 19457,3 *** 2,15 0,97 7,87 6,09
Ford Motor Co Del 25785 0,0293 14,31 0,55 54057,6 *** 2,56 1,16 9,16 7,13
Disney Walt Co 26403 0,0433 13,59 -0,16 48446,9 *** 2,04 1,12 7,52 5,90
Biglari Holdings Inc. 26607 0,0972 64,45 -0,69 1089956,4 *** 3,39 0,76 11,40 9,06
ASA Gold&Precious M. 26649 0,0207 5,51 0,24 8018,1 *** 2,19 0,15 8,14 6,25
Kellogg Co 26825 0,0194 22,71 0,06 135320,1 *** 1,60 0,60 5,80 4,56
Ryder Systems Inc. 27633 0,0183 5,12 -0,12 6893,3 *** 2,18 1,06 8,00 6,39
Baxter International Inc. 27887 0,0323 16,32 -1,03 71001,4 *** 1,87 0,72 6,86 5,53
Duke Energy Corp New 27959 0,0152 13,84 -0,10 50266,3 *** 1,47 0,54 5,21 4,03
Xerox Corp 27983 0,0158 20,40 0,29 109275,8 *** 2,62 1,10 8,76 6,59
Unilever N V 28310 0,0321 69,52 0,16 1267835,1 *** 1,70 0,75 5,92 4,67
Hess Corp 28484 0,0406 10,35 -0,51 28395,1 *** 2,20 0,98 8,00 6,21
Masco Corp 34032 0,0075 5,90 0,09 9148,4 *** 2,34 1,13 8,36 6,34
Occidental Petrol. Corp 34833 0,0364 9,43 -0,05 23341,6 *** 2,04 0,93 7,38 5,96
Sherwin Williams Co 36468 0,0433 9,88 -0,16 25616,3 *** 1,88 0,83 6,93 5,45
Thomas & Betts Corp 38578 0,0210 19,22 -0,89 97748,4 *** 2,05 1,07 7,33 5,58
RR Donnelley & Sons Co 38682 0,0023 16,56 -0,33 72036,9 *** 1,90 0,96 6,88 5,39
Skyline Corp 38850 -0,0043 8,00 0,38 16927,6 *** 2,45 0,90 8,45 6,34
Mattel Inc. 39538 0,0532 12,50 -0,26 41071,9 *** 2,38 0,87 8,56 6,79
Becton Dickinson & Co 39642 0,0389 12,14 -0,32 38742,3 *** 1,71 0,63 6,29 4,88
Computer Sciences Corp 40125 0,0300 22,40 -1,11 132907,5 *** 2,24 1,00 7,98 6,12
Cummins Inc. 41080 0,0529 7,40 0,26 14447,6 *** 2,48 1,21 8,96 6,73
Con Way Inc. 41929 0,0205 4,79 0,12 6027,2 *** 2,59 1,04 9,34 7,16
Meredith Corp 42796 0,0248 7,07 0,23 13150,1 *** 1,89 0,92 6,80 5,16
Allegheny Technologies 43123 0,0373 6,46 0,39 11096,0 *** 2,95 1,35 10,51 7,91
Stanley Black & Decker 43350 0,0316 5,18 0,24 7087,0 *** 2,01 1,01 7,37 5,81
McDonald's Corp 43449 0,0463 5,49 -0,09 7898,4 *** 1,67 0,69 6,37 5,12
Supervalu Inc. 44951 0,0005 9,18 -0,61 22470,5 *** 2,09 0,72 7,35 5,75
Rowan Companies Inc. 45495 0,0684 2,97 0,21 2353,4 *** 3,21 1,23 11,61 9,78
Clorox Co 46578 0,0355 11,24 -0,26 33192,1 *** 1,62 0,57 5,81 4,45
Genuine Parts Co 46674 0,0207 5,25 0,20 7275,9 *** 1,47 0,73 5,29 4,07
Bard C R Inc. 46877 0,0389 8,16 0,09 17472,0 *** 1,92 0,67 7,01 5,43
Rite Aid Corp 46922 0,0229 21,20 0,69 118424,0 *** 3,63 1,10 11,01 7,98
New York Times Co 47466 -0,0026 9,05 0,61 21850,1 *** 2,27 0,97 8,01 6,10
C N A Financial Corp 47626 0,0161 25,24 -0,03 167044,1 *** 2,14 1,08 7,01 5,27
JPMorgan Chase & Co 47896 0,0317 12,51 0,46 41257,9 *** 2,58 1,49 9,00 6,74
Gannett Inc. 47941 0,0054 29,95 0,80 235880,4 *** 2,25 1,10 7,50 5,72
Lincoln National Corp In 49015 0,0368 46,75 0,94 574264,5 *** 2,95 1,49 8,21 6,17
Target Corp 49154 0,0510 13,18 -0,31 45655,7 *** 2,17 1,09 8,07 6,21
Potlatch Corp New 49744 0,0126 14,15 0,05 52500,8 *** 2,18 1,15 7,74 5,98
Lilly Eli & Co 50876 0,0260 18,78 -0,74 93119,5 *** 1,85 0,80 6,92 5,49
Tenet Healthcare Corp 52337 0,0251 47,69 0,43 596699,9 *** 2,99 0,86 9,83 7,70
Pulte Group Inc. 54148 0,0521 4,57 0,42 5646,1 *** 2,99 1,34 11,00 8,78
S P X Corp 55212 0,0422 12,59 -0,74 42115,5 *** 2,55 1,09 8,86 6,87
Walmart Stores Inc. 55976 0,0494 3,71 0,17 3629,7 *** 1,82 0,85 6,80 5,41
Louisiana Paci¯c Corp 56223 0,0284 9,38 0,06 23057,6 *** 3,04 1,40 10,69 8,10
ConAgra Inc. 56274 0,0215 13,81 -0,61 50389,0 *** 1,66 0,58 6,05 4,69
Ball Corp 57568 0,0372 8,94 0,05 20958,2 *** 1,87 0,83 6,81 5,40
American Express Co 59176 0,0433 9,44 0,13 23407,2 *** 2,40 1,45 8,67 6,59
Molson Coors-B Co 59248 0,0326 7,71 -0,20 15650,8 *** 2,13 0,56 7,41 5,89
Intel Corp 59328 0,0848 6,10 -0,08 9765,4 *** 2,68 1,40 10,25 8,12
Snap On Inc. 60206 0,0198 7,46 0,13 14626,5 *** 1,87 0,94 6,72 5,06
Paccar Inc. 60506 0,0592 4,04 0,11 4282,2 *** 2,36 1,24 8,70 6,64
FedEx Corp 60628 0,0336 4,18 0,14 4596,3 *** 2,11 0,99 7,97 6,21
Advanced Micro Devices 61241 0,0587 7,73 -0,05 15653,9 *** 3,92 1,61 14,25 11,13
Lowes Companies Inc. 61399 0,0672 4,53 0,08 5380,9 *** 2,35 1,10 8,85 7,03
Cigna Corp 64186 0,0398 27,41 -0,79 197707,2 *** 2,18 0,92 7,42 5,75
Limited Brands Inc. 64282 0,0434 4,65 0,14 5700,5 *** 2,51 1,18 9,38 7,44
Norfolk Southern Corp 64311 0,0377 5,01 0,05 6572,6 *** 2,01 0,99 7,61 5,89
Verizon Communications 65875 0,0179 11,90 0,57 37487,6 *** 1,70 0,75 6,34 4,96
A T & T Inc. 66093 0,0191 10,85 0,13 30881,4 *** 1,76 0,81 6,55 5,18
F-1. t¶abl¶azat. Az ¶ert¶ekpap¶³rok le¶³r¶o statisztik¶ai
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Megjegyz¶es. A t¶abl¶azat Äosszegzi a 150 v¶eletlenszer}uen v¶alasztott ¶ert¶ekpap¶³r
kock¶azatmentes hozammal csÄokkentett napi hozam¶an (kock¶azati pr¶emium)
sz¶am¶³tott le¶³r¶o statisztik¶ait ¶es kock¶azati m¶ert¶ekeit. Mind a kock¶azatmentes
napi hozam, mind r¶eszv¶enyek napi hozama eset¶en logaritmikus (folytonos)
hozamadatokat alkalmaztunk. ,,J-B teszt" jelzi a Jarque-Bera teszt eredm¶e-
ny¶et, a ,,szig. szint" jelzi a nem norm¶alis eloszl¶asra vonatkoz¶o legalacsonyabb
szigni¯kancia szintet, amit 0.01 eset¶en ***-gal jelÄolÄunk. A J-B teszt pon-
tos ¶ert¶eke 9,21 0.01-es szigni¯kancia szint eset¶en. Amennyiben a J-B teszt
¶ert¶eke magasabb, mint a 0.01-es szigni¯kancia szint hat¶ara, a normalit¶as null-
hipot¶ezis¶et elvetjÄuk. A t¶abl¶azat eredm¶enyei alapj¶an a normalit¶as hipot¶ezise
az Äosszes vizsg¶alt ¶ert¶ekpap¶³r eset¶en elvethet}o. Az Äosszegzett kock¶azati m¶ert¶e-
kek a sz¶or¶as (¾), CAPM b¶eta (¯), Shannon entr¶opia (H1) ¶es R¶enyi entr¶opia
(H2).
F2 S}ur}us¶egfÄuggv¶eny becsl¶esi m¶odszerek
Az entr¶opia magfÄuggv¶eny-alap¶u becsl¶ese
A s}ur}us¶egfÄuggv¶eny becsl¶es¶ere alkalmazott magfÄuggv¶eny-alap¶u becsl¶es a kÄo-
vetkez}o k¶eplettel ¶³rhat¶o le:
fn(x) =
1
nh
nX
i=1
K
³x ¡ xi
h
´
; (24)
ahol K(¢) a magfÄuggv¶eny ¶es h a s¶avsz¶eless¶eg param¶etere. A leggyakrabban
haszn¶alt magfÄuggv¶enyeket az F-2. t¶abl¶azatban gy}ujtÄottÄuk Äossze.
MagfÄuggv¶eny K(z)
Egyenletes 1
2
Ifjzj·1g
Gauss 1p
2¼
e¡z2=2
Epanechnikov 3
4
(1¡ z2)Ifjzj·1g
H¶aromszÄog (1 ¡ jzj)Ifjzj·1g
Harmadfok¶u 35
32
(1 ¡ z2)Ifjzj·1g
Koszinusz ¼
4
cos(¼
2
z)Ifjzj·1g
F-2. t¶abl¶azat. A leggyakrabban haszn¶alt magfÄuggv¶enyek
Megjegyz¶es. A t¶abl¶azat Äosszegzi a magfÄuggv¶eny-alap¶u s}ur}us¶egbecsl¶eshez
leggyakrabban haszn¶alt fÄuggv¶enyeket (HÄardle, 2004). I jelÄoli az indik¶ator
fÄuggv¶enyt. Az indik¶atorfÄuggv¶eny, vagy m¶as n¶even karakterisztikus fÄuggv¶eny,
olyan fÄuggv¶eny, amely jelzi, hogy az ¶ertelmez¶esi tartom¶any¶anak pontjai ele-
mei-e egy halmaznak. ¶Ert¶eke 1, ha igaz a kifejez¶es, m¶askÄulÄonben 0. Ily
m¶odon Ifjzj·1g ¶ert¶eke 1, ha jzj · 1, egy¶ebk¶ent 0. HÄardle (2004) szerint a
magfÄuggv¶eny-alap¶u s}ur}us¶egbecsl¶es sor¶an a s¶avsz¶eless¶eg helyes megv¶alaszt¶asa
sokkal fontosabb, mint maga a magfÄuggv¶eny kiv¶alaszt¶asa, ¶³gy gyakorlati meg-
fontol¶asb¶ol (pl.: sz¶am¶³t¶asi id}o csÄokkent¶ese) els}osorban az indik¶ator alap¶u
magfÄuggv¶enyeket prefer¶aljuk.
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Sz¶am¶³t¶asig¶eny szempontj¶ab¶ol az indik¶ator-alap¶u Epanechnikov magfÄugg-
v¶enyt javasoljuk:
K(z) =
3
4
(1 ¡ z2)Ifjzj·1g : (25)
Az egyik leggyakrabban haszn¶alt m¶odszer a s¶avsz¶eless¶eg becsl¶es¶ere a Silver-
man-f¶ele ÄokÄolszab¶aly (1986):
h^S = 1:06min
½vuut 1
n ¡ 1
nX
i=1
(xi ¡ x)2; IQR(X)
1:34
¾
n¡1=5 ; (26)
ahol IQR(X) X val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o interkvartilis terjedelme. B¶ar a formula
norm¶alis eloszl¶ast felt¶etelez, j¶o kezd}o¶ert¶eke lehet pontosabb optimaliz¶al¶o me-
t¶odusoknak (Turlach, 1993). Dolgozatunkban a s¶avsz¶eless¶eg optimaliz¶al¶as¶ara
nem t¶erÄunk ki r¶eszletesen, ez tov¶abbi kutat¶asi ir¶any lehet az entr¶opia becsl¶es
m¶elyebb m¶odszertani elemz¶es¶eben.
Az entr¶opia ,,sample spacing"-alap¶u becsl¶ese
Legyen xn;1 · xn;2 · . . . · xn;n egy monoton nem-csÄokken}o rendez¶ese x1, x2,
. . ., xn mint¶anak, ahol xj 2 IR, j = 1; . . . ; n. NevezzÄuk [xn;(i¡1)m+1; xn;im+1)
intervallumot az ¶ert¶ektartom¶any m-rend}u feloszt¶as i-edik oszt¶aly¶anak. A
feloszt¶as alapj¶an a kÄovetkez}o s}ur}us¶egfÄuggv¶eny becsl¶est de¯ni¶alhatjuk (Beir-
lant, 1997):
fn(x) =
m
n
1
xn;im+1 ¡ xn;(i¡1)m+1 ; (27)
ha x 2 [xn;(i¡1)m+1; xn;im+1). Ezt a becsl¶esi m¶odszert egyszer}u ,,sample
spacing"-alap¶u s}ur}us¶egbecsl¶esnek nevezzÄuk.
Wachowiak ¶es szerz}ot¶arsai (2005) az m-rend}u feloszt¶as egy m¶asik v¶altozat¶at
vezett¶ek be, melyet ,,Correa" becsl¶esnek neveztek el:
fn(x) =
1
n
Pi+m=2
j=i¡m=2(xj ¡ xi)(j ¡ i)Pi+m=2
j=i¡m=2(xj ¡ xi)2
; (28)
ha i : x 2 [xn;i; xn;i+1); xi = 1m+1
Pi+m=2
j=i¡m=2 xj ¶es 1 · j · n. A m¶odszer
param¶etere a feloszt¶as m rendje. Gyakorlati okokb¶ol (p¶eld¶aul kÄulÄonbÄoz}o men-
nyis¶eg}u mintasz¶am) javasoljuk, hogy m ¶ert¶eke n fÄuggv¶enye legyen. JelÄoljÄuk
ezt mn-nel, amit a kÄovetkez}o k¶eplettel sz¶am¶³tunk ki:
mn =
ln
g
m
; (29)
ahol g a k¶³v¶ant oszt¶alyok sz¶ama a feloszt¶as ut¶an, a z¶ar¶ojelek a fels}o eg¶eszr¶eszt
jelentik.
Beirlant ¶es szerz}ot¶arsai (1997) tov¶abbi entr¶opiabecsl}o m¶odszereket foglal-
tak Äossze, p¶eld¶aul behelyettes¶³t¶es (,,resubstitution"), adatfeloszt¶as (,,splitting-
data") vagy keresztvalid¶aci¶o alap¶u (,,cross-validation") m¶odszereket.
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S}ur}us¶egfÄuggv¶eny becsl¶esi m¶odszerek Äosszehasonl¶³t¶asa
S}ur}us¶egfÄuggv¶eny becsl¶es ^´p1 ^´p2i ^´p2o ¾R(^´p2i) ¾R(^´p2o)
(%) (%) (%)
Hisztogram 18,71 14,77 9,18 0,60 0,78
Sample Spacing (egyszer}u) 21,10 16,39 8,88 0,56 0,80
Sample Spacing (Correa) 20,49 16,40 8,66 0,57 0,80
Kernel (Egyenletes) 18,92 15,81 8,79 0,58 0,76
Kernel (Gauss) 18,89 14,53 9,11 0,57 0,74
Kernel (Epanechnikov) 19,05 15,81 8,62 0,60 0,77
Kernel (H¶aromszÄog) 18,61 15,80 8,52 0,61 0,78
Kernel (Harmadfok¶u) 18,45 15,92 8,36 0,61 0,78
Kernel (Koszinusz) 18,89 14,81 9,03 0,58 0,75
F-3. t¶abl¶azat. KÄulÄonbÄoz}o s}ur}us¶egfÄuggv¶eny becsl}o m¶odszerrel sz¶am¶³tott Shannon-
entr¶opia magyar¶az¶o k¶epess¶ege
Megjegyz¶es. Annak eldÄont¶es¶ere, hogy melyik s}ur}us¶egfÄuggv¶eny becsl}o m¶od-
szert alkalmazzuk az entr¶opia becsl¶es¶ehez, Äosszehasonl¶³tottuk a leggyakrab-
ban alkalmazott m¶odszereket. A t¶abl¶azat Äosszegzi a megvizsg¶alt s}ur}us¶eg-
fÄuggv¶eny becsl}o m¶odszer alkalmaz¶as¶aval kapott Shannon entr¶opia magyar¶az¶o
(mint¶an belÄuli R2) ¶es el}orejelz}o (mint¶an k¶³vÄuli R2) k¶epess¶eg¶et kÄulÄonbÄoz}o
mint¶akon m¶erve. A Standard & Poor's 500 r¶eszv¶enyindexb}ol 150 darab ¶er-
t¶ekpap¶³rt v¶alasztottunk v¶eletlenszer}uen, melyek forgalomban voltak 1987-t}ol
kezdve 2011 v¶eg¶eig. Ezen ¶ert¶ekpap¶³rok napi logaritmikus hozam¶an kÄulÄonbÄoz}o
s}ur}us¶egfÄuggv¶eny becsl}o m¶odszereket alkalmaztunk a Shannon-f¶ele entr¶opia
kÄozel¶³t¶es¶ere, kÄulÄonbÄoz}o mint¶akon m¶erve, nevezetesen (1) hossz¶u t¶avon, 1987-
t}ol 2011-ig bez¶ar¶olag; (2) 16 darab 10 ¶eves peri¶oduson (1987-1996)-t¶ol kezdve,
(2002-2011)-ig 1-1 ¶eves eltol¶assal, felosztva 5-5 ¶eves mint¶an belÄuli ¶es mint¶an
k¶³vÄuli m¶er¶esi mint¶ara. A hisztogram- ¶es ,,sample spacing"-alap¶u s}ur}us¶eg-
becsl¶es eset¶en 175 oszt¶alyt alkalmaztunk, a magfÄuggv¶eny-alap¶u m¶odszerek
eset¶en a s¶avsz¶eless¶eget ,,Szimplex" keres¶esi m¶odszerrel v¶alasztottuk ki. ^´p1
jelÄoli az egyes kock¶azati m¶ert¶ekek hossz¶u t¶av¶u magyar¶az¶o k¶epess¶eg¶et, ^´p2i
az ¶atlagos mint¶an belÄuli magyar¶az¶o k¶epess¶eg a 10 ¶eves rÄovidebb peri¶odusok
els}o 5 ¶ev¶eben, ^´p2o pedig a m¶asodik 5 ¶evben m¶ert ¶atlagos el}orejelz}o k¶epess¶eg.
Az utols¶o k¶et oszlop a rÄovidebb peri¶odusokon m¶ert teljes¶³tm¶enyek relat¶³v
sz¶or¶as¶at Äosszegzi. B¶ar mint¶an belÄul a ,,sample spacing" m¶odszer teljes¶³t a
legjobban, a hisztogram-alap¶u becsl¶es Äosszess¶eg¶eben pontosabb eredm¶enyt
ad a magyar¶az¶o ¶es el}orejelz}o k¶epess¶eget tekintve.
F3 A Shannon-f¶ele entr¶opia norm¶alis eloszl¶as eset¶en
Legyen X » N(¹;¾2) norm¶alis eloszl¶as¶u folytonos val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o ¹
v¶arhat¶o ¶ert¶ekkel ¶es ¾2 sz¶or¶asn¶egyzettel. Norwich (1993) szerint ebben X
val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o Shannon entr¶opi¶aja
H1(X) =
1
2
ln(2¼e¾2) : (30)
Az ¶altalunk de¯ni¶alt Shannon entr¶opia f¶ele kock¶azati m¶ert¶ek (14) szerint
·^H1(Si) = e
H1(Ri¡RF ). Amennyiben az ¶ert¶ekpap¶³r kock¶azati pr¶emium¶anak
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Ri ¡ RF eloszl¶asa norm¶alis, (14) ¶es (30) alapj¶an a kÄovetkez}o ÄosszefÄugg¶es
¶³rhat¶o fel:
·^H1(Si) = e
1
2 ln(2¼e¾
2) ;
mely tov¶abb egyszer}us¶³tve
·^H1(Si) = ¾
p
2¼e : (31)
A k¶epletb}ol l¶atszik, hogy norm¶alis eloszl¶as eset¶en az entr¶opia alap¶u kock¶azati
m¶ert¶ekÄunk a sz¶or¶ast¶ol csak a
p
2¼e konstansban t¶er el.
F4 Piaci rezsimek
Els}o nap Utols¶o nap Piaci trend
1987-01-02 2000-01-31 emelked}o
2000-02-01 2002-08-31 csÄokken}o
2002-09-01 2007-04-30 emelked}o
2007-05-01 2009-01-31 csÄokken}o
2009-02-01 2011-04-30 emelked}o
2011-05-01 2011-08-31 csÄokken}o
2011-09-01 2011-12-31 emelked}o
F-4. t¶abl¶azat. Peri¶odusok c¶³mk¶ez¶ese piaci trend alapj¶an
Megjegyz¶es. A t¶abl¶azat az elemz¶eshez alkalmazott peri¶odust (1987-2011)
rÄovidebb trendekre osztja. A trendeket a CRSP adatb¶azis¶aban tal¶alhat¶o,
kapitaliz¶aci¶oval s¶ulyozott, osztal¶ekkal korrig¶alt piaci index havi logaritmikus
hozama alapj¶an hat¶aroztuk meg.
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ENTROPY AS FINANCIAL RISK MEASURE
This paper investigates entropy as a novel ¯nancial risk measure. We show that
di®erential entropy of the daily returns of single assets and portfolios can capture
their risk premium. Entropy gains more accurate estimation on expected return
with simpler methodology compared to the Capital Asset Pricing Model (CAPM)
beta. Our analysis show that the diversi¯cation e®ect can be captured in entropy:
increasing number of assets involved into a portfolio decreasing risk; furthermore,
in an entropy { expected return system diversi¯cation generates a hyperbolic dispo-
sition of portfolios similarly to variance. In our empirical investigation, we use the
daily log-returns of 150 randomly selected stocks from the Standard & Poor's 500
index components for a 25 years long period. The regression analysis yields that
entropy as a ¯nancial risk measure generates higher explanatory power on expected
returns than variance or CAPM beta.
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